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Justifique cuidadosamente todas as respostas.

(2,5val.) 1. Esboce geometricamente, tdo precisamente quanto possivel, os seguintes subconjuntos de C

0 = {ze€C:ef=-1}
Qy = {z € C: z = Viw, com Re(w)? + Im(w)? < 1, 0 < arg (w) < 77/4}

(2,5val.) 2. (i) Mostre que a fun¢do complexa definida pela expressdo p(z + iy) = (e™¥ +e¥) cosz +
i(e7Y —eY)senx é holomorfa em todo o C.

(i) Seja u: R? — R definida por u(x,y) = (e ¥ + ¢¥) senz. Mostre que u é harménica e
calcule v : R? — R de modo a que u + iv seja holomorfa em C.

(2,5val.) 3. Considere a seguinte fungdo f(z) = H% Determine e classifique todas as singularidades de
f. Calcule os residuos de f nesses pontos. Aproveite os resultados para determinar o valor
do integral de f sobre a curva representada na figura seguinte, percorrida uma vez no sentido

indicado. Justifique detalhadamente o raciocinio que utilizou.
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Figura 1: A curva y
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(ii)

Determine a(s) série(s) de Laurent em poténcias de z da fungdo g(z) = $°7 e determine
a(s) sua(s) regido(des) de convergéncia.

Seja o a circunferéncia de raio 3 centrada em z = 0, percorrida uma vez em sentido
directo. Diga, justificando detalhadamente, se pode, ou ndo, usar o resultado da alinea
anterior para calcular o valor de fg g. Em caso afirmativo calcule o valor deste integral.

Calcule o valor do integral na alinea anterior utilizando a Férmula Integral de Cauchy.

Determine a solugdo geral (real) do seguinte sistema de EDOs lineares

{ Y =4y — 2y0
y§:y1+y2

e esboce o respectivo retrato de fases.

Determine a solugdo que satisfaz a condigdo inicial y1(0) = y2(0) = 1.

. Considere a equacio diferencial linear

(i)
(i)

¢/,_2¢,+5¢:562t (1)

Determine a solugdo geral real da equacdo homogénea.
Determine a solucdo de () que satisfaz ¥(0) = 1, ¢/(0) = 2.

. Considere a equacido diferencial ordinaria

(i)
(ii)

(iii)

(iii)
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Mostre que os problemas de valores iniciais para (B) tém solugdo local tnica.

Determine a solugdo de (2I) que satisfaz 2(0) = 1 e determine o seu intervalo méximo de
existéncia, esclarecendo detalhadamente por que razdo a solugcdo n3o pode ser prolongada
a um intervalo maior.

Calcule o polinémio de Taylor de segunda ordem que melhor aproxima a solu¢do que
determinou na alinea anterior em torno do ponto inicial z(0) = 1.

Determine uma série de Fourier de senos da fungdo definida em [0, 1] por v(z) = z(1 —z)
e, justificando cuidadosamente, esboce o grafico da soma da série de Fourier obtida.

Considere uma corda vibrante de comprimento 1, fixa nas extremidades e sujeita a um
amortecimento tal que os seus movimentos sdo descritos pelo problema de valores na

fronteira
Uy + 2Up = Ugg , (t,z) € Rx]0,1] 3)
u(t,0) =u(t,1) =0, teR.

Determine a solugdo geral formal de ([3]).

Se a corda parte do repouso (i.e., u(0,z) = 0) com velocidade inicial dada por v da
alinea (1) (ou seja, ut(0,x) = v(z),) determine uma expressdo para a solugdo formal do
problema de valores iniciais e de fronteira.



