
Análise Complexa e Equações Diferenciais
2o Teste - 28 de Maio de 2016

LEGM e MEC

Resolução

1.

a)

b) Como é afirmado no enunciado, a equação é separável sendo a sua forma
canónica

ey + 1

ey
y′ = 1 ⇔ (1 + e−y)y′ = 1.

Vem, sucessivamente,

d

dy
(y−e−y)

dy

dt
= 1,

d

dt
(y−e−y) = 1, y−e−y = t+(−t0+y0−e−y0).

2. Um factor integrante é e−t2 . Multiplicando ambos os membros da equação
diferencial pelo factor integrante, obtém-se

e−t2y′ − 2te−t2y = te−t2 .

Reconhece-se no primeiro membro a derivada do produto do factor integrante
por y:

d

dt
[e−t2y] = te−t2 .

Primitivando ambos os membros em ordem a t, segue-se que

e−t2y = −
1

2
e−t2 + c.
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Usando a condição inicial, determina-se que a constante c vale 1. Finalmente,

y = −
1

2
+ et

2

.

3. Designando por D o operador de derivação, a equação diferencial escreve-
se

(D2 + 4)y = t2.

O operador D3 aniquila o segundo membro. Se y é uma solução da equação
diferencial, então

D3(D2 + 4)y = 0,

isto é,
y = c1 + c2t + c3t

2 + c4 cos(2t) + c5 sin(2t).

Substituindo esta expressão para y na equação original, obtém-se

(D2 + 4)(c1 + c2t+ c3t
2 + c4 cos(2t) + c5 sin(2t)) = t2

⇔ (D2 + 4)(c1 + c2t + c3t
2) = t2.

Assim, deve ter-se
2c3 + 4c1 + 4c2t+ 4c3t

2 = t2,

pelo que c1 = −
1

8
, c2 = 0 e c3 =

1

4
. A solução geral da equação do enunciado

é

y(t) = −
1

8
+

1

4
t2 + c4 cos(2t) + c5 sin(2t);

as constantes c4 e c5 são arbitrárias.

4.

a) O polinómio caracteŕıstico da matriz do sistema é

p(λ) = λ2
− 1 = (λ+ 1)(λ− 1).

Associado ao valor próprio −1 está o vector próprio
[

1

2

]

, e associado

ao valor próprio 1 está o vector próprio
[

2

−1

]

. Escolhemos a matriz S

igual a
[

1 2

2 −1

]

e a matriz Λ igual a
[

−1 0

0 1

]

. A matriz eΛt é igual

a
[

e
−t

0

0 e
t
.

]

.

A solução geral do sistema que satisfaz a condição inicial é

X(t) = eAtX0 = SeΛtS−1X0,
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ou seja,

X(t) =
x0 + 2y0

5
e−t

[

1
2

]

+
2x0 − y0

5
et
[

2
−1

]

.

b)

5. Em face das condições fronteira de Neumann homogéneas, para cada t,
prolonga-se u como função par em x e periódica em x, de peŕıodo 2π. Em
particular, u0 também fica par. Então, para cada t fixo, desenvolvendo x 7→

u(x, t) em série de Fourier,

u(x, t) =

∞
∑

n=0

an(t) cos(nx).

As condições fronteira estão formalmente satisfeitas. Substituindo esta ex-
pressão para u na equação do calor, vem

∞
∑

n=0

a′n(t) cos(nx) = −

∞
∑

n=0

n2an(t) cos(nx).

Usando a unicidade dos coeficientes de Fourier,

a′n(t) = −n2an(t),

o que conduz a

an(t) = cne
−n2t para todo o n ∈ N0.
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Substituindo agora a expressão dos an’s na expressão para u,

u(x, t) =
∞
∑

n=0

cne
−n2t cos(nx). (1)

A equação diferencial está formalmente satisfeita. Resta garantir a condição
inicial:

u(x, 0) =
∞
∑

n=0

cn cos(nx) = 1 + 2 cos(3x).

Reconhece-se imediatamente que c0 = 1, c3 = 2 e os outros cn’s são nulos. A
solução do problema é (1) com estes cn’s:

u(x, t) = 1 + 2e−9t cos(3x).

6.

a) A solução obtida em 1b) é

y = t+ (−t0 + y0 − e−y0) + e−y.

Note-se que y > t + (−t0 + y0 − e−y0) (porque e−y é positivo). Esta
desigualdade mostra que quando t → +∞ se tem y → +∞. Segue-se

y − (t+ (−t0 + y0 − e−y0)) = e−y
→ 0.

Isto quer dizer que, quando t → +∞, o gráfico de y tem como asśımp-
tota a recta y = t+ (−t0 + y0 − e−y0).

b) Usando a equação diferencial e a derivada da função composta, pode
escrever-se

y′′ =
d

dt
y′ =

dy′

dy

dy

dt
=

[

d

dy

(

1−
1

ey + 1

)]

ey

ey + 1

=
ey

(ey + 1)2
·

ey

ey + 1
=

e2y

(ey + 1)3
=

r2

(r + 1)3
,

onde r = ey > 0. O máximo de y′′ ocorre quando

d

dr

r2

(r + 1)3
= 0 ⇔

2r − r2

(r + 1)4
= 0 ⇔ r = 2 ⇔ y = ln 2.

O ponto em que y′′ atinge o seu valor máximo é aquele em que y = ln 2.
[Mais precisamente, y′′ atinge o seu valor máximo para t = (t0 − y0 +
e−y0) + ln 2− 1

2
.]


