Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
2° Teste - 25 de Maio de 2013
MEEC
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Esta formula é valida para todo o y,, mesmo igual a %
c) A férmula candnica é
y 42y = 1.

O factor integrante é e*. A equacao pode escrever-se na forma
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Integrando de 0 a ¢t e usando a condigao inicial, obtém-se
1 1
2 2t
t — = —€ _ —
eTyt) — =5 5
ou

1 1
t = — < —_) _2t'
y(t) 5 t—75)e

2. O aniquilador de t + sin(t) é o operador D? + 1. Se y é uma solucio da
equacao diferencial, entao

(D*+1)(D +4)y =0,
isto é,
y = ce " + dcos(t) + esin(t).
Substituindo esta expressao para y na equacao original, obtém-se
(D + 4)(ce™™ + d cos(t) + esin(t)) = sin(t)
& (D +4)(dcos(t) + esin(t)) = sin(t).

Logo,
—dsin(t) + ecos(t) + 4d cos(t) + 4esin(t) = sin(t).

Daqui tira-se 4d + e =0 e —d + 4e = 1, ou seja,
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A solucao geral da equagao do enunciado é

1 4
. —4t :
y(t) = ce i cos(t) + T sin(t).

a) O polinémio caracteristico da matriz, A, do sistema é

pAN) =X -2 -3=A-3)(\+1).
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X(0) =X == 2 5 -1
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b) As trajectérias sio horizontais nos pontos X = [z y|T tais que X’ = AX
tem segunda coordenada nula, ou seja, 8x + 11y = 0.

4. Para cada t, prolonga-se u como funcao impar em x e periédica em z, de
periodo 27. Em particular, uy também fica impar. Entao, para cada ¢ fixo,
desenvolvendo x + u(x,t) em série de Fourier,

Z b, (t) sin(nx)

As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na equa-
cao diferencial, vem

Z b, (t) sin(nz) Z n?b,(t) sin(nz) + sin(t) sin(27).

Usando a unicidade dos coeficientes de Fourier,

{ Vy(t) = —4by(t) + sin(t),
V(1) = —n2b,(t) para n # 2.

Usando o resultado da Pergunta 2., a expressao para os b,’s é

ba(t) = (c2 —|—2ﬁ)6_4t — 1= cos(t) + 1= sin(?),
by (t) = cpe™? para n # 2.

Portanto, obtém-se

1 1 4
u(r,t) = cietsina + [(Cg + 17) e — —cos(t) + — sm(t)] sin(2x)

17 17
+ Z cne” " tsin(nx).
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A equagao diferencial esta formalmente satisfeita. Resta garantir a condigao
inicial. Uma vez que

u(x,0) = Z cpsin(nx),
n=1

devem escolher-se as constantes ¢,, de acordo com

o = % / " o) sin(nz) dz = % /0 " o) sin(nz) dz.

—Tr

5. Para que a equagao
p(ty)(3y + 6t°y°) + u(ty) (3t + Tt'y")y = 0

seja exacta, deve ter-se

o ltn) 3+ 689°)] = L)t + 7o'y

p(ty) (330%™ )+ p/ (ty) (Bty+6t'y°) = u(ty)(3+28t%y*) + 4/ (ty) (3ty+7t"y°),
ou seja,
2%y u(ty) = t'y° 1 (ty) & 2u(ty) = typ'(ty) < 2u(s) = sp'(s).

Conclui-se que pu(s) = s?, isto é, u(ty) = t*y? é factor integrante da equagao
diferencial. Portanto, a equacao

(3t%y% + 6t°y") + (33 + Tt%%5)y' = 0

é exacta. A suas solugoes satisfazem

¢  0pdy _ d B -
gt tagd =0 © GPtu®l=0 & tyt) =c
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9 syt oyt e 203y 70y
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Determinando ¢, conclui-se
o=ty +t%" =c,

onde ¢ é constante.



