Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
2° Teste - 17 de Dezembro de 2011
LMAC, MEBiom e MEFT

Resolucgao

a) A equagao diferencial é separdvel. Pode ser escrita na forma candnica

y ___ 2
y2+1 x
Obtém-se
d( ; )dy 1 o ;
— (arctany) — = — — — arctany = — —.
dy Y da x dx 4 x

Integrando ambos os membros de e a z, vem
“d 1
P arctany(s)ds = — [ —ds < arctany(z)—arctany(e) = —Inx+1.
. ds . S

Usando a condi¢ao inicial y(e) = 1 e resolvendo em ordem a y, obtém-se
y(z) =tan(% +1—Inz).
b) A solugao existe enquanto

—g<§+1—lnx< T o oelti < g <ttt

a) A forma candnica da equacao diferencial linear é

o 2 o+
y x2—1y_;1:—1

Um factor integrante é

o ([ re) = ([ (2= ) ) = e (w254 = |22

No intervalo z €] — 1, 1], este factor integrante vale ;—i
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b)

b)

Multiplicando ambos os membros da equacao diferencial dada pelo fac-
tor integrante, obtém-se

2
x+1)2

1l—=x
1+

/

Y

y=—1.

Reconhece-se no primeiro membro a derivada do factor integrante vezes
Y, ou seja, a equacao pode escrever-se na forma

d (1—z \ !

e \1+27) " "
Integrando ambos os membros de 0 a = e usando a condicao inicial
y(0) = 1, vem

11—z
1+

y(x) —y(0) = -2 < ylz)=1+=z.

O polinémio caracteristico é
pPA) =X —trAX+ det A=X> =X —6=(A+2)(A—3).

associ-
1 }

A matriz A tem o valor préprio —2 com vector proprio [

1

1 -1 1 -2 0
sl a2
Ainversade S ¢ S~! = ST = S. Calculando o produto SAS~! obtém-se

A.

A solugao do sistema que satisfaz X (0) = { ;0 ] é
0

ado, e tem o valor proprio 3 com vector préprio [ } associado. Pode

escolher-se
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a) Estende-se u como fungao impar em x e periédica, de periodo 27. Para
cada t fixo, o desenvolvimento de u( -,t) em série de Fourier é

Z b, (t) sin(nx)

Com a funcao u desta forma, as condigoes fronteira estao formalmente
satisfeitas. Substitua-se a série para u na equacao diferencial u; =
—Ugpre. Obtém-se

Z b (t) sin(nr) Z n*b,(t) sin(nz).

Usando a unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n natural,
deve ter-se

V(1) = —n'b,(t).

Logo, vem \
bu(t) = cpe™ ™,

onde ¢, sao constantes. Substituindo os b,’s na expressao para u, chega-
se a

Z cpe " sin(na). (1)

Resta garantir a condicao 1n1c:1a1. Atendendo a

oo

E cp sin(nx)

n=1
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esta soma deve coincidir com ug(x). A fungao up herda a extensao de
u, impar em x e periddica, de periodo 27. Portanto, é possivel garantir
que u(x,0) coincida com ug(x) desde que os coeficientes ¢, sejam dados

por
Cp = l/ uo(z) sin(nz) de = 2/ uo(z) sin(nz) dx. (2)
T ) T Jo
Uma solugao do problema é dada por (1) com os coeficientes ¢,, definidos
por (2).
b) Comparando os valores fornecidos para u(0,0) pela condi¢ao fronteira
e pela condicao inicial, obtém-se

uo(0) = 0. (3)
Analogamente, comparando os valores fornecidos para u(m,0), obtém-
se

Derivando duas vezes a condicao inicial em ordem a z, vem wu,,(z,0) =
ug(z). Comparando os valores fornecidos para u,,(0,0) pela condicao
fronteira e pela condicao inicial, obtém-se

ul(0) = 0. (5)

Analogamente, comparando os valores fornecidos para . (m, 0), obtém-
se

ug(m) = 0. (6)

Derivando quatro vezes a condigao inicial em ordem a x, vem .. (z,0) =
u(()w) (x). Derivando uma vez as condigoes fronteira u(0,t) = u(w,t) =0

em ordem a t, vem u(0,t) = w,(m,t) = 0. Usando a equagao diferencial

Uy = —Uggqe NOs pontos (0,0) e (m,0), obtém-se

ug” (0) =0 (7)
e .

uéw)(w) = 0. (8)

As condigoes de compatibilidade sao as igualdades (3)—(8).
¢) Seja v definida em [—7, 0] x [0, +00[ por

v(x,t) = —u(—x,t).
A funcao v pertence a

{ue C'([—m,0]x[0,400]) : Uspss eXiste € Upgye € CO([—,0]%[0, +00]) }.
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A extensao impar em x de u é
’I](ZL‘ t) — ’U(.ﬁlf,t) para (l’,t) S [_71-70[)([07 _'_00[7
S u(z,t) para (z,t) € [0,7] x [0, +o0].
Tem-se v(0,t) = —u(0,t) = 0, pelo que @ é continua em (0, ). Como
Ve (2, 1) = up(—2x,t),

tem-se v,(0,t) = u,(0,1), pelo que a fun¢do @ tem primeira derivada
em ordem a z continua. Como

vz, t) = —wy(x, t),

tem-se v;(0,t) = —u(0,t) = 0, pelo que a func¢do @ tem primeira deri-
vada em ordem a ¢ continua. Como

’Um;(ZL‘, t) - _uam(_xa t),

tem-se v,,(0,1) = —u..(0,1) = 0, pelo que a fungao @ tem segunda
derivada em ordem a x continua. Como

U:rmm<x7 t) = u:v:m:<_x7 t)u

tem-se vy(0, 1) = u4.(0, 1), pelo que a func¢ao @ tem terceira derivada
em ordem a x continua. Como

Umm:rm<x7 t) - _ummmm<_x7 t>7

tem-se Vyppr(0,1) = —Upper(0,1) = u,(0,¢) = 0, pelo que a fungao @
tem quarta derivada em ordem a x continua.

Uma andlise idéntica aplica-se a semirecta (m,t) para t € [0, +00].

A funcao extensao peridédica de u, de periodo 27, pertence ao espaco

{u € C*(]—o0, +00[x[0, +00]) : Usgay €Xiste € Ugye, € C°(]—00, +00[x [0, +-00[) }.



