Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
1° Teste - 2 de Novembro de 2019
MEAer, MEAmbi, MEEC, MEQ

Resolugao

a) Uma vez que f é de classe C? e
Af:fxx+fyy:2+2a>

f é harménica sse « = —1. Assim, f é harmoénica sse («, ) = (—1, 5).
b) Para que f seja holomorfa tem que ser harménica. Logo, « = —1 e

flx+iy) = (2* —y* —y) +i(Bry + ).

Tem-se

fo = 20+i(By +1),
fy = (=2y—1)+ipu,
—if, = Pr+i(2y+1).

Assim, f é R-diferenciavel em C porque tem derivadas parciais con-
tinuas. E diferencigvel para = 2 porque é nesse caso que € sa-
tisfeita a equagdo de Cauchy-Riemann. Resposta: («, ) = (—1,2).
ff'=fe=2cx+i2y+1)=2z+1.

c) Usando a férmula integral de Cauchy, obtém-se

/| =2 g /Ezi]; dz = 2mi ([f'(2)PP)|,_, = 4mif' (1) (1)
= Ami-(2+1) 2= —8m + 167i.

a) Parametrize-se a circunferéncia usando z(#) = € com 6 € [

Tem-se
/ logzdz =
|z|=1

= 0"
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b) Nao existe nenhuma fun¢ao holomorfa em C \ {0} cuja derivada seja
o logaritmo do enunciado porque ele é descontinuo e a derivada de
uma funcao holomorfa é holomorfa. O maior subconjunto aberto de
C\ {0} onde o logaritmo do enunciado é primitivavel é C\ {0} com o
eixo imaginario positivo removido. De facto, como este é um conjunto
simplesmente conexo onde o logaritmo é holomorfo, pelo Teorema de
Cauchy, o integral da funcao sobre qualquer curva fechada contida no
conjunto vale zero. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, a funcao é

primitivavel.
3.
1 1 1 1 1 & 23"
. - - —1)E_
23 8423 823 1—(-3)3 823 Z( ) 23n
> 3(n—1) 0 3n
_ nZ _ n+1 <
— ZO(_U 23(n+1) - _Zl(_l) 23(n+2) )

vélido para 0 < |z] < 2. O ponto zero é um pdlo de terceira ordem da funcao.

4.
a)

o0

1 ., 1
sin 5 =2_(=1) (2n + 1)lz2@n D)

n=0

Uma vez que *2* tem uma singularidade removivel em 0, a fungao tem
uma singularidade essencial em zero. z ~— sin = é holomorfa em C\ {0}.

Seja ¢ a funcdo inteira definida por g(z) = %22 para z # 0, g(0) = 1.

oz

z—m)",

sinz 1 = g™ (n)
(z —m)2z (Z—W)an:% n! (

para todo o z # . Tem-se g(m) = 0 e ¢/(w) = 2e=zsnz)
funcao tem um polo de primeira ordem em .

b) Da alinea anterior, Res._,f(z) = — % Logo, o integral pedido vale

—2i.

— 1A

5. Seja f : C\ {—3i,3i} — C, definida por f(z) = (Z2i232)2 = (Z+3Z.)§(z_3i)2.
Tem-se,

2

_ 92 _ 2
f(z) = =32 o 9(z) = 130
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A fungao g é holomorfa em C\ {—3i}. Seja R >3 ey ={2¢€ C:Qz =
ON|z] < R}U{z € C: 3z > 0A|z| = R}. Pela Férmula Integral de Cauchy,

9(2) . [6iz(z + 3i)
f(z)dz = /7 dz = 2mig'(3i) = 2mi {7
A 5 (2 — 310)? (z+30)* |,
o 22333 1
= Mo T g

Logo,
s

5= / Z f(z) dx + /| |:RA%Of(z) dz. (%)

O célculo seguinte mostra que o integral ao longo da semi-circunferéncia
tende para zero quando R — +00:

R2
f(z)dz| < / ——|dz
’/ZR/\S,Z>O ( ) |z|=RAS2>0 (R2 - 32)2| |

TR
= ———— — 0 quando R — +oc.
(R — 32)2 q
Tomando o limite em ambos os membros de () quando R — 400, conclui-se
0 2 T
que [ i dr = 5.

6. Por hipdtese, tem-se

2 4(n)(g
o) =3 D oy

n.
n=k

Para
f(2)
(z—a)r

9(2) =

ter um pélo de ordem 2 em a, deve tomar-se p = k + 2. Entao,

_ f%W(a) fEHD (a) f5 @) | 5 () (z—a)
f@) =t Yo T oo T e T

para z numa vizinhanca de a com o ponto a removido, e o residuo de g em
5[5 (a)
(kD)0




