Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
1° Teste - 6 de Novembro de 2010
LMAC, MEBiom e MEFT

Resolugao

. N e, 1
a raio de convergéncia da série é R = —————— = 4.
) O &) R limsup V2—2n
, 1 . . i3m o s . T g 2T ks
b) As raizes ciibicas de —8i = 8¢'2 sao 2e'2 = 2i, 2e'2T'% = 2¢'c =
. . .92 . .
—V3—ie2e271F =276 =+/3—1.
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c) Trata-se da equacao de uma recta. A intersecgdo com o eixo real faz-se

quando z = x. Logo, —2x —4 = 0 < o = —2. A interseccao com o
eixo imaginario faz-se quando z = iy. Logo, 4y —4 =0y =1. A
recta une os pontos z = —2 e z = i.
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a) Usando a defini¢ao de integral,

[z = /01[—2+t(2+i)](2+i>dt

1 3
= 2(2+i)+5=—-—2i.
(+z)+25 5~ 2
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1L vE,
b) Usando o Teorema Fundamental do Célculo, f1%+ 3 Ldz = log(3 +

?z) = log(e's) = iZ.

c) Pela Férmula Integral de Cauchy, f|z|_2 % dz = 2mi ef; = T.
B z=1
d) O desenvolvimento em série de Laurent em torno de 7 é
. 1 .
(:T;)3 = CETE [sinﬂ +cosm(z—m) — Slg!ﬂ(z —7)?
cos T sin 7
3 (z—m)° + 1 (z—w)4+..}
— 1 1 31 5
R {—(2—ﬂ>+5(z—w> — gz )+ ]
1 1 1
= ———+———(z—71)+...,

(z—m)?2 31 5l

valido para todo o z # w. A func@o tem apenas uma singularidade, um
polo de segunda ordem no ponto 7.

b)

Sz Sz + 1)

1 R(z +1)
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z+1

a) Designando por L o comprimento de 7,

/vfn(z)dz—/vf(z)dz

< §1€1£|fn(2)—f(2)| |dz|
= Lsgglfn(z)—f(z)l—w

quando n — oo, uma vez que (f,,) converge uniformemente para f.

b) Pelo teorema de Cauchy, para qualquer curva «y fechada em €2, f,y fu(2)dz
= 0. Pela alinea anterior, fw f(2)dz = 0. Pelo Teorema de Morera, uma
vez que 7y é fechada arbitraria, f é holomorfa.

c) Sim, o resultado permanece vélido se o dominio nao for simplesmente
conexo. De facto, seja a € €2 e escolha-se r suficientemente pequeno
de modo a B,(a) C Q. Pela alinea anterior, f é holomorfa em B, (a).
Como a ¢ arbitrario, f é holomorfa em €.



