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Resolução

1.

a) O raio de convergência da série é R = 1

lim sup
n
√
2−2n

= 4.
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c) Trata-se da equação de uma recta. A intersecção com o eixo real faz-se
quando z = x. Logo, −2x − 4 = 0 ⇔ x = −2. A intersecção com o
eixo imaginário faz-se quando z = iy. Logo, 4y − 4 = 0 ⇔ y = 1. A
recta une os pontos z = −2 e z = i.

−2

i

2.

a) Usando a definição de integral,
∫

L

z dz =

∫ 1

0

[−2 + t(2 + i)](2 + i) dt

= −2(2 + i) +
1

2
5 = − 3

2
− 2i.
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b) Usando o Teorema Fundamental do Cálculo,
∫ 1

2
+
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z
dz = log

(

1
2
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)

= log(ei
π

3 ) = iπ
3
.

c) Pela Fórmula Integral de Cauchy,
∫

|z|=2
e
i
π

2
z

(z−1)(z−3)
dz = 2πi e

i
π

2
z

z−3

∣

∣
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z=1
= π.

d) O desenvolvimento em série de Laurent em torno de π é

sin z

(z − π)3
=

1

(z − π)3

[

sin π + cosπ (z − π)− sin π

2!
(z − π)2

−cos π

3!
(z − π)3 +

sin π

4!
(z − π)4 + . . .

]

=
1

(z − π)3

[

−(z − π) +
1

3!
(z − π)3 − 1

5!
(z − π)5 + . . .

]

= − 1

(z − π)2
+

1

3!
− 1

5!
(z − π)2 + . . . ,

válido para todo o z 6= π. A função tem apenas uma singularidade, um
pólo de segunda ordem no ponto π.

3.
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4.

a) Designando por L o comprimento de γ,

∣

∣

∣

∣

∫

γ

fn(z) dz −
∫

γ

f(z) dz

∣

∣

∣

∣

≤
∫

γ

|fn(z)− f(z)| |dz|

≤ sup
z∈Ω

|fn(z)− f(z)|
∫

γ

|dz|

= L sup
z∈Ω

|fn(z)− f(z)| −→ 0,

quando n → ∞, uma vez que (fn) converge uniformemente para f .
b) Pelo teorema de Cauchy, para qualquer curva γ fechada em Ω,

∫

γ
fn(z) dz

= 0. Pela aĺınea anterior,
∫

γ
f(z) dz = 0. Pelo Teorema de Morera, uma

vez que γ é fechada arbitrária, f é holomorfa.
c) Sim, o resultado permanece válido se o domı́nio não for simplesmente

conexo. De facto, seja a ∈ Ω e escolha-se r suficientemente pequeno
de modo a Br(a) ⊂ Ω. Pela aĺınea anterior, f é holomorfa em Br(a).
Como a é arbitrário, f é holomorfa em Ω.


