Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
1° Teste - 7 de Novembro de 2009
LMAC, MEBiom, MEFT
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2. Escrevendo z = z+1y, f(z+iy) = cos(z—iy). A fungao f é R-diferenciavel

porque tem derivadas parciais g—i e g—z continuas. Portanto, serd diferenciavel

nos pontos em que satisfizer a equacao de Cauchy-Riemann, f, = —if,. Ora,
fo = —sin(x —iy) e f, = isin(x — iy). Logo, f, = —if, & —sin(x —iy) =
sin(z—iy) © sin(zx—iy) =0 r—iy = kncomk € Z & 2z = kr com k € Z.
Conclui-se que f é diferenciavel em z = km com k € Z.

3.

a) O segmento ¢ parametrizado por z(t) = 1 +t(i — 1) com ¢t € [0,1].
Assim,

I 1
/Zdz = / 2(t)2' (t)dt = / (1—t(i+1))(i—1)dt

L 0 0

= (1-3G+1))6E-1) = i
b) Pelo Teorema Fundamental do Célculo,
‘1
/ —dz = logt—loge = iz—l,
e 2 2

onde log designa o logaritmo principal.

a) Pela Férmula Integral de Cauchy,

1 1 — 1 1
/ dz = / 7/(2 ,Z) dz = 2mi - = —.
|z+i|=1 Z+1 lotij=1 2 T1 zZ—1

z=—1

Seja g(2) = . A série de Laurent em torno de —i é
zZ—1

L =) ¢'(=)
2241 z 41 21

+¢'(—i) + (z+1)+...,
para 0 < |z +i| < 2. Como g(—i) # 0, o ponto —i é um pélo de
primeira ordem da funcao integranda. De forma semelhante, o ponto ¢
é um poélo de primeira ordem da fungao integranda.

b) A func¢do z — log(1l + z) é holomorfa no complementar de {z € C :
Jz =0e Rz < —1}. De novo pela Férmula Integral de Cauchy,

/ log(1 + 2) g = 20 d?
|2|=5

3 TIPS

- (i)

2=0

= —m.
z=0
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Sabemos das aulas que

22 28

log(l+2) =2 — =+
og(l+2z2) ==z 2—|—3 ,

para |z| < 1. De facto, ambos so membros coincidem no ponto zero e
téem derivadas iguais. Por isso,

log(1+2) 1 1 1 =z

23 22 22+3 4+”"

para 0 < |z| < 1. O ponto 0 é um pélo de segunda ordem da funcao
integranda. A fungao integranda tem ainda singularidades em {z € C:
Sz =0 e Rz < —1}, mas essas singularidades nao sao isoladas.

5. Usando a férmula para o coseno da soma,

w = cosz =cos(x+iy) = cosxcos(iy)— sinzsin(iy)

= cosxcoshy —isinxsinhy.
Fixando yo € ]0, +o0],
x +— cos x cosh yy — ¢ sin x sinh ¥

descreve parametricamente a elipse

R\ Sw > 9 o
+ | — =cos"x +sin“xr =1,
cosh yg sinh /9

no sentido dos ponteiros do relégio, e percorrida infinitas vezes. Esta elipse
intersecta o eixo real positivo em coshy, e o eixo imaginario positivo em
sinh .

Fixando xg € }O, 3 [,

Yy — cos xg cosh y — ¢ sin xgsinh y

descreve parametricamente a hipérbole

2 2
Rw Sw
— [ = = cosh?z — sinh?z = 1,
COS I sin xg

percorrida de cima para baixo. Esta hipérbole intersecta o eixo real posi-
tivo em cos xp, nao intersecta o eixo imaginario, e tem assimptotas Sw =
tan roRw e Sw = — tan xoRw, fazendo um angulo de +xy radianos com o
eixo real positivo.
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6. Uma vez que

zlogn| — |6mlognezylogn| — exlogn T Rz

In*| = le =n"=n"",

a série > 7, n—lz é absolutamente convergente sse Rz > 1, porque a série dos

moédulos é a série de Dirichlet, #. O moédulo da diferenga entre a sucessao
das somas parciais da série e a soma da série é

k 0o 0o 00 00

1 1 1 1 1
Pl Bined Bl 1D lierd - SN e Bl i -
n=1 n=1 n=k+1 n=k+1 n=k+1
Sejaa>1eS={2€C:Rz>a}. ParazeS,
ii_iigi igiiﬁo quando k£ — oo.
n=1 n n=1 n n=k+1 e n=k+1 ne

Designando por f(z) = Y07, -&, a sucessdo das somas parciais fi(z) :=
S L 6 tal que

n=1 nz
=1
sup | fi(2) — f(2)] < g — — 0 quando k — oo,
€8 n=k+1 n

ou seja, fr tende uniformemente para f no conjunto S.



