Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
1° Teste - 8 de Novembro de 2008
LEAmb, LEMat, MEBiol e MEQ

Resolugao

O

2. A funcao z : [0, 1] — C definida por z(t) = 1 4+ ¢(2i — 1) é uma parametri-
zagao de C. Logo,

/Czdz = /Olz(t)z’(t)dt = /01[1—t(1+2z')](—1+2i)dt
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3. Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

%‘ 2z 7T2 o 2z 7T2
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Para expandir ﬁ em torno de z = 1, fazemos w = z — 1, escrevemos a
fraccao em termos de w e expandimos o resultado em torno de w = 0:
ST I
z+43 w4 41+ 4 4 42 4
1 21 (,2—1)2_(2'—1)3+
4 42 43 44

Esta expansao é valida para |z — 1| < 4. Logo, a fungao integranda é

1 1 1 1 (z—=1) (2—1)7?
G—12(+3) 4-17 2:-10 8B @& ' »
para 0 < |z — 1] < 4. Note-se que a circunferéncia |z| = 2 esta contida
na regiao onde este desenvolvimento é valido. O integral da primeira
parcela da série de Laurent é zero pelo Teorema Fundamental do Cal-
culo, pois a primeira parcela é a derivada de —4(2—171) e a curva é fechada.
O integral da soma de todas as parcelas a seguir a segunda ¢ zero pelo
Teorema de Cauchy, pois as séries de poténcias sao fungoes holomor-
fas no interior do disco de convergéncia. Resta o integral da segunda

parcela, cujo valor é —4%2m' = -

sin 0 .
& o =sinf.

fo=—lfp o 1=—"isng = 1=
T T T

O campo vectorial de F': R? \ {0} — R? associado a f é diferencidvel
porque f tem derivadas parciais continuas. Portanto, f é diferenciavel
precisamente nos pontos onde satisfaz a equacao de Cauchy-Riemann,
ou seja, nos pontos re? = sinfe, com 6 €]0,7[. A razdo pela qual
se restringe 6 a este intervalo é que r > 0. A derivada é f’(sinfe?) =
e f,(sin fe'?) = 1.

O contradominio de f é {z € C: Rz >0, [Jz| < 1}.
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A funcao f nao pode ser prolongada por continuidade a origem. De
facto, o limite na origem da restricao de f a uma semirecta com origem
em zero, é lim, .o f(re?) = —icosf e portanto depende de §. Como
diferenciabilidade implica continuidade, f também nao admite nenhum
prolongamento diferenciavel a origem.

O conjunto D é determinado pela condicao r > 0 e

1\2 1\2
r=sinf < r*=rsinf o 2 +y*=y <:>:L’2+<y—§) :<§)

Portanto, D = {x+iy e C:a%+ (y — %)2 = (%)2 e (z,y) # (0,0)}-
O conjunto f(D) é constituido pelos complexos da forma

sinf —icos = —i(cosf +isinf) = ¢l(0-3%) com 6 €]0, 7].

Seja r : [ — C uma parametrizacao de D. O comprimento de D é
[;1r'(¢)] dt. Entdo a funcao s : I — R, definida por s(t) = f(r(t)), é
uma parametriza¢ao de f(D). O comprimento de f(D) é [, [s'(¢)] dt.
Como f é diferenciavel nos pontos de D, §'(t) = f'(r(t))r'(t). Mas
|f'] =1, logo |s'(t)] = |r'(t)|. Conclui-se que D e f(D) tém o mesmo
comprimento.



