Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
2° Exame - 25 de Janeiro de 2010
LMAC, MEBiom e MEFT

Resolugao

1. Trata-se de uma série de poténcias de z, uma série da forma >~  a,z",
com a, = 1 se n = 2¥ para algum k € Ny, e a,, = 0 caso contrario. O raio de

convergéncia da série é dado por R = —— = 1.
limsup XY/ |an|

2.
a)

b)

Podemos escrever a equacao diferencial na forma

(D' = pu=0 & (D*—=p?)(D*+ p*)u=0
& (D= p)(D + p)(D* + p*)u = 0.

A solucao geral é
u(t) = et + ée ™ + ez cos(ut) + ¢y sin(ut)
= ¢y cosh(ut) 4 cosinh(ut) + c3 cos(ut) + ¢4 sin(ut),
onde ¢y, ¢9, c3 € ¢4 Sa0 constantes.
Tem-se
u(0) = ¢ +cs,
u"(0) = p(er — ).
Assim, as igualdades u(0) = u”(0) = 0 implicam ¢; = ¢3 = 0 e u(t) =
co sinh(ut) + ¢4 sin(ut). Com u desta forma,
u(l) = cosinh(ul) + cqsin(pl)
u"(I) = p*(cosinh(ul) — cysin(ul)).
Podemos escrever o sistema u(l) = u”(l) = 0 na forma
sinh(pl)  sin(ul) | |0
sinh(pl)  —sin(ul) ca | | O

O sistema tem solugoes nao triviais quando sinh(ul) sin(ul) = 0. Como
p e | sao positivos, desta equacao tira-se sin(ul) = 0, ou seja, p = “F
para algum n € N;. Para estes valores de u, u(l) = cosinh(pl) e
u”(l) = p’cy sinh(ul). Portanto, c; = 0 e

nrt

u(t) = cq sin(T>.
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a) A equagao é separavel, podendo ser escrita na forma canénica

1 dw 1
Vitwidr a
Assim,
d b dw 1
—arcsinh w— = —.
dw dr a

Pela derivada da funcao composta,

—arcsinhw = —
dx a

Primitivando ambos os membros em ordem a z,
) x
arcsinh (w(z)) = = + ¢,
a
onde ¢; é uma constante. Finalmente,
) x
w(zr) = smh(— + cl).
a

b) Usando o resultado da alinea anterior,

%(az) = sinh(% + cl).

Primitivando novamente em ordem a =,
x
y(x) = acosh(— + cl) + co,
a

onde cs, tal como ¢q, é uma constante.

4. Usando o desenvolvimento em série de poténcias da funcao seno,

1 1 1 n 1
sin-=- — — 4+ —— — ..
z z 3123 Blb ’

para todo o z # 0. Logo,

, 1 [N S SN
ZPsin- =z2— — 4+ —— — —— 4 ...
z 3lz  Blz3 Tl ’
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para todo o z # 0, e

1
/ 22sin = dz =
|2|=1 <
1 1 1 1
dz — — —-d — —+——+ ... ] dz.
/:le . 3! |z|=1 z “t Ll <5!23 _'_7!25 + ) .

Pelo Teorema de Cauchy o primeiro integral do segundo membro vale 0. Pelo
Teorema Fundamental do Calculo o terceiro integral do segundo membro vale
0. Portanto, o integral do pretendido vale —% = &

A funcao integranda tem uma singularidade essencial na origem porque
a sua série de Laurent, em torno de zero, tem poténcias de ordem arbitrari-

amente elevada de %
5.

a) A condigdo u(—m,0) = wu(m,0) implica ug(—7m) = wug(w). A condi-
¢ao ug(—m,0) = ug(m,0) implica uj(—m) = wuy(m). Derivando, em or-
dem a ¢, ambos os membros da igualdade u(—m,t) = u(m,t), obtém-se
u(—m,t) = uy(m, t). Usando a equagao do calor, uge(—m,t) = uge(m,t).
Em particular, ugg(—m,0) = ugg(m,0). Assim, uj(—m) = ug(m). Por-
tanto, as condigoes de compatibilidade sao

uo(=7) = uo(m), up(=7) =up(m) e ug(=m) = ug(m).

b) Para cada t fixo, com t > 0,

[e.9]

u(0,t) =Y _[an(t) cos(nf) + by(t) sin(nd))].

n=0
Derivando formalmente uma vez em ordem a t,

[e.9]

w(6,8) = [al,(t) cos(nf) + b, (t) sin(nf)],

n=0
e derivando formalmente duas vezes em ordem a 6,

[e.9]

ugg(0,t) = — Z[nZQn(t) cos(nf) + n?b,(t) sin(nd)].

n=0
Para que u satisfaga a equacao do calor, deve ter-se

[e.9]

Z[a'n(t) cos(nf) + bl (t) sin(nf)] =

n=0

-« Z[nZQn(t) cos(nf) + n?b,(t) sin(nd)].

n=0
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Da unicidade dos coeficientes de Fourier,

al,(t) = —an?a,(t), V. (t) = —an?b,(t).

Conclui-se
an(t) = cpe @, by(t) = dpe ™
€ o
u(f,t) = Z[cne_a"Qt cos(nf) + dpe=*"* sin(nb)).
n=0

Para garantir a condicao inicial,

o0

u(f,0) = Z[cn cos(nf) + d,, sin(nd)] = up(0).

n=0

Esta igualdade mostra que os ¢,,’s e os d,,’s sao os coeficientes de Fourier
de ug. Logo,

1 m
w =5/ u0)db

Cpn = l/ uo(0) cos(nf) df  para n # 0,

™

1 ™
d, = —/ uo(0) sin(nd) db.
7T

—T

No caso em que up(f) = sin®6 = (1 — cos(26)), por unicidade dos
coeficientes de Fourier, ¢y = %, Ccy = —% e todos os restantes coeficientes
de Fourier se anulam. A solucao é

1 1
u(0,t) = 5= 5674% cos(26).

Uma vez que |f'(to)]| = |¢'(to)| # 0, 0o mbdulo de % éigual a 1. Assim,
a transformacao L£;, é composta por translagoes e rotagoes. Mais preci-
samente, em primeiro lugar, faz-se uma translacao do plano complexo
de modo a o ponto g(ty) ter como imagem a origem. Em seguida, faz-se
uma rotacao do plano complexo. Finalmente, faz-se outra translagao
do plano complexo de modo a origem, que correspondia inicialmente

ao ponto ¢(tp), ter como imagem o ponto f(tp).
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b)

c)

d)

Por céalculo directo, L4, (g(to)) = f(to). Obtém-se uma representacao
paramétrica de Ly, (Cy) compondo Ly, com g. Isto conduz a
St
£ Lal9(0) = 7lt0) + LU g(1) ~ glt0)],
g'(to)
Uma vez que
d f,(t0> /
t) = t
dt‘ctO(g( )) g/<t0>g( )7
vem
d F(to)

g'(to) = f'(to).

Um vector tangente a Ly, (C2) em Ly (g(to)) é f'(to). Assim, L4,(Cy) é
tangente a C; no ponto f(t).
Quando ¢ varia de 0 a g, o comprimento percorrido sobre Cy, entre f(0)

€ f(t0)7 é .
/ ()] dr
0

e o comprimento percorrido sobre Cy, entre g(0) e g(to) é

NG

Uma vez que |f'(7)| = |¢'(7)|, para todo o 7, estes comprimentos sao
iguais.
A curva L;(Cs) rola sobre a curva C; quando ¢ varia. Por exemplo,

no caso particular que serve para ilustrar o enunciado do problema,
obtém-se as figuras seguintes para Ly(Cz), L=(C3) e L= (Cs).

s uy
4 2

| )} 4 N

Marcou-se a tracejado a curva representada parametricamente por ¢ —

La(i).
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e) As funcgoes f e g satisfazem todas as hipdteses do enunciado do pro-
blema. Usando a definicao de Ly,

L) = f0)+ Seli— oft)
= t+i(1—cosht) + %Shlr;ht(z — sinh ¢)
1+ sinh*¢
= t+i(1—cosht) + itois%
= t+i(l —cosht) + Z'CC(Z)SS}L tt
t +i(1 — cosht) + icosht

= t+u.

A curva representada parametricamente por t — L4(i) é a recta Iz = 1.




