Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Exame - 22 de Janeiro de 2021
MEAer

Resolucao

1. Versao melhorada do Teorema de Cauchy: Seja {2 um aberto simplesmente
conexo, a € €2, e f holomorfa em Q \ a tal que lim,_,,(z —a)f(z) =0. Se C
é uma curva fechada em Q \ a, tem-se [, f(z)dz = 0.

Formula Integral de Cauchy: Seja 2 um aberto simplesmente conexo e f
holomorfa em €. Seja a € 2 e C uma curva fechada em () que nao passe por
a. Entao,

Fla)= — ),
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onde n(C, a) é o indice de C em rela¢do ao ponto a.
Prova da Formula Integral de Cauchy: Uma vez que
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a versao melhorada do Teorema de Cauchy implica que
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& 2min(C,a)f(a) = ; zf(—Z)a dz.

2. Sabemos que cos’z = 3 + 3 cos(2z). Uma vez que a base de L?(—m, )
formada por

{1, cos x,sin x, cos(2x), sin(2x), . . .}
é ortogonal, a funcao constante % é ortogonal a qualquer dos elementos de
{sin x, cos x, sin(2z), cos(2x) }. Portanto, a projecgao de cos® z no espago ge-
rado por {sinz, cos z,sin(2z), cos(2x)} é 1 cos(2z).

3. Sejam y e z duas solugoes do problema de valor inicial, e seja w = z — y.
A funcao w satisfaz

w o= ft,z) = f(ty) = flty+s(z— )=

I _
= w/o ay(t,y+s(z y))ds

= a(t)w,
U}(to) = 0,
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onde a(t) = 01 gg( ,y(t) + s(z(t) — y(t))) ds. Logo, tem-se

w(t) = w(to)eftto amdr _ g

ou seja, y(t) = z(t).

4. Seja u a diferenca de duas solugoes do problema. Entao, u satisfaz a
equagao do calor com condigao inicial nula, u(-,0) = 0, e condigdes fronteira
de Dirichlet homogéneas, u(0, -) = u(l,-) = 0. Define-se a funcao E :
[0, 400[— R, por

!
E(t) = %/0 u?(z,t) du.

De acordo com a Regra de Leibniz, a sua derivada é

! 1
E = /uutdx :/ Uy AT
0 0

= u(l,t)u,(l,t) — u(0,t)u,(0,t) — /Ol u? dx

l
— —/uid:cg 0.
0

Usou-se integracao por partes, u(0,t) = u(l,t) = 0, e o facto de u satisfazer
a equacao do calor. Note-se que a fungao F é nao negativa e que E(0) =0
porque u(-,0) = 0. Uma vez que E é nao crescente, F é identicamente nula.
Como u é uma fungao continua, entdo u( -,t) = 0, qualquer que seja t > 0.
Assim, u é identicamente nula. Recordando que u designa a diferenca de
duas solucoes do problema, conclui-se que o problema tem, no maximo, uma
solucao.

5. Escrevendo z na forma polar, z = re?, tem-se

Re f(re®”) = Re i[(an + by )r"e™]

n=0
= Re Z[(an + iby, )r" (cos(nf) + isin(nh))]
n=0
= Z r"[a, cos(nd) — b, sin(nd)]
n=0
Isto implica que
1
r'a, = — / (Re f(2)) cos(nb) db,
T
1
—r"b, = — / (Re f(2)) sin(nd) df.
T
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Para n > |\, tem-se

1 (A ™ 4C'(1 [AJ

0, < M/ cos(n)|do = 2CUHTT) g
rn . T
1 Ry ™ 40(1 Ry

b, < M/ |Sin<n9>|d9:M%0’
rn - rn

quando r — +o00. Conclui-se que

[A]
F(2) = (an +iby)z".

n=0



