Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Exame - 29 de Janeiro de 2018
MEC

Resolugao
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2. A funcao é descontinua no eixo real negativo. As derivadas parciais de f
sao

0 1 162
o
of b, w
— = —y/reax.
00 T

Como estas fungoes sao continuas em S :=C\ {2z € C: 3z =0 e Rz < 0},
f é R-diferenciavel em S. A equacao de Cauchy-Riemann é satisfeita se
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4. Seja f : C\ {=2i,2i} — C, definida por f(2) = zipy =
Tem-se,
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A fungdo g é holomorfa em C\ {—2i}. Seja R >2evy={2¢€ C:Qz =
ON|z] < R}U{z € C: 3z > 0A|z| = R}. Pela Férmula Integral de Cauchy,

/7 f(z)dz = /7 %dzz — 9mig/(2i) = 2mi {7422 (—i ;)24@)]:2
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O célculo seguinte mostra que o integral ao longo da semi-circunferéncia
tende para zero quando R — +00:
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= (R%Q?)? — 0 quando R — +oc.
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Logo,

Tomando o hmlte em ambos os membros de (%) quando R — +o00, conclui-se
que f EiaTye +22 dr =12

5. Usando a férmula integral de Cauchy para f(0),
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Daqui tira-se que

n! |2 n! n!
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Se n > 2, o majorante de |f"(0)| tende para zero quando n — oo. Logo,
f™0) = 0 para n > 2. Usando a férmula de Taylor para f em torno de 0,
que neste caso é valida em C porque f é inteira, f(z) = f(0)+ f/(0)z. Como
|f(0)| =0, f(2) = cz para algum ¢ com médulo nao superior a 1.

6.

a) Sobre as rectas de declive m que passam na origem, y = mz, 0s gréﬁcos
das solugoes tém declive ¥y = 2 —m. Assim, (m = 0 = y = 2),
m=1=y=1),(m=2=y=0,(m=3=y - 1),
(m = —1 =y’ = 3), por exemplo. O campo de direccoes e os graficos
das solucoes estao esbogados nas figuras seguintes.
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b) A equagao é linear, com forma canénica

Y

y+==2.
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O factor integrante é x. Multiplicando ambos os membros da equacao
diferencial pelo factor integrante, obtém-se

xy +y = 2x.

O primeiro membro é a derivada do produto do factor integrante por

Y,
(zy)' = 2.
Integrando ambos os membros de 0 a z e usando a condig¢ao inicial,
obtém-se 1
y=x— —.
x

7. Multiplicando ambos os membros da equagao diferencial por p(x), vem
p(@) (e + %) + p(a) (=267 + 2¢V)y’ = 0.

Para que esta equacao seja exacta, deve ter-se
p(x)(—6e~% 4 6e%) = 1/ (z)(—2e"% + 2e%)

ou, equivalentemente, p/(z) = 3u(z). Daqui deduz-se que o factor integrante
é u(z) = 3. Logo, a equagao dada ¢ equivalente & seguinte equagao exacta:

(631763; + €3x+6y) 4 (_2631763; + 263x+6y)y/ =0.

Esta equacao tem como solucao geral

€3x—6y 4 €3x+6y —c.
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A solucao que satisfaz y(0) = 1 corresponde a ¢ = ¢ + ¢°.

8. Considere-se o prolongamento par de f ao intervalo [—, 0] e periddico, de
periodo 27. Os coeficientes de Fourier de f sao, para n > 0,

a, = l/7r f(z) cos(nz)dx = 2/Waccos(mc) dx
™) . ™ Jo
: 2 " 2 n
= sm(na:) i + nTcos(nx) ) = %[(—1) —1]
B { — =~ sen ¢ fmpar,
0 se n é par.

Por outro lado,

fla)=a="7 - 4 (cos(x) + Cosé?’x) +. ) |

a) Prolongamos a fungao u a [—m, 7] x [0,00] como fungao impar de x
porque as condicoes fronteira sao de Dirichlet homogéneas. Para cada
t > 0 fixo, a funcao u pode ser desenvolvida em série de Fourier. Os
coeficientes dependerao de t. Como a funcao é impar de x,

u(z,t) = Z b, (t) sin(nzx).

As condicoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na
equacao diferencial

[ee]
U= " tum Z b, (t) sin(nz) Z t)n? sin(nx).

n=1

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n,

b;z(t) == bn(t)

1+1¢
Logo,
Cn

f"th
b(t) = cpe™ ) 110 = ———
(t) = ene™ 10 (1+1)"
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¢ [e.e]
5 sin(nx).
— 1 + t
Falta garantir a condicao inicial
[ee]
u(z,0) = Z ¢y sin(nz) = sin(z) + 5sin(3z).
n=1

Conclui-se que ¢; = 1, ¢3 = 5 e os restantes ¢,’s sao nulos. A solucao é

sin(z)  5sin(3z)
1+t (1+41¢)°

u(z,t) =

b) Neste caso a solugao é solugao é

u(z,t) = Z G sin(nx).

(14t

Logo,

/0 2wt dy = i[% /0 ﬂsinQ(na:)dx}



