Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Exame - 27 de Janeiro de 2014
LEGM e MEC

Resolucgao
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2. O comprimento do segmento a preto na figura da esquerda é V1 + tan? § =
secf. A recta Rz = 1 é parametrizada por 6 — secfe?, com -5 <0<3.
A curva na figura da direita é parametrizada por 6 — Insect + 6, com
-2 <0<z
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3. A fungao é descontinua no eixo real negativo e é continua em S := C\{z €
C: Rz <0e Sz =0} No conjunto S, as derivadas parciais de f valem
fr = r% e fp = i. Como estas derivadas parciais sao continuas, f é R-
diferencidvel em S. A equacao de Cauchy-Riemann, f, = —= fy, ¢ satisfeita se
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de raio v/2 centrada na origem, com o ponto —+/2 removido. A derivada de

f vale f'(v/2e?) = e f.(v/2e) = Y27 para —1 < 0 < 7.
4.

isto é, quando r = V2. Portanto, f é diferenciavel na circunferéncia

241
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a) |y wapdi= | =3ts=s

b) L ¢ parametrlzada por t — 1+ t(1+4m) com t € [0,1].

1 .
/ Fdr — / 61+t(1—i7r)(1 +im)dt = L +m plHt(1—im)
L 0

1—am 0

1

e(e+1) .
= —m(l—ﬁz+2ﬂ'l).

d)
1 1 1 1 2 3
—_ - S S (1)
z2—m Tl -2 T w2 g3 gt
vélido para |z| < 7.
e)
x T w2 3
er =14+ — —|—2'—+ﬁ+ (2)

vélido para z # 0. Os termos em < do produto de (1) por (2) sao

11+1+1+1+ 6—1
z 20 31 4l z

/ < g = —2mi(e — 1).
ol=5 2T

A singularidade z = 0 é essencial.

Portanto,
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b) A equagao é separavel. A forma candnica é

e Wy = 1.

Usando a derivada da funcao composta, vem

1 /
(— —6_29> =1.
2

Integrando ambos os membros de 0 a ¢, obtém-se

1 1
- 56_2‘1/ + 56_2% =1.

Resolvendo para y, chega-se a

y=— % ln(e‘2y° — 2t).

A solugao esta definida para t < %e‘zyo.

6. Multiplicando ambos os membros da equacao por p(x + y), obtém-se

wlx+y) (267 +3e7Y) + p(z +y)(3e™™ + 2e7)y' = 0.

para que esta equacao seja exacta deve ter-se

5ol + )27 3] = (e +3)(3e 7 + 2670
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T e )@ 436 + e+ y)(=3e)
= p'(z +y)(3e" + 2e7Y) + p(z + y)(=3e™).

Esta equacao ¢é equivalente a
flr+y)e —e™) = plx+y)(3e™ —3e™),
isto é,

p(s) = 3p(s),

3

onde s = x +y. Portanto, u(s) = €3 = €33 & factor integrante da equacao

dada. A equacao
(2e2x+3y + 363x+2y) + (362x+3y + 2e3x+2y)y/ -0

é exacta. Um potencial do campo (2e2* T3 4 3e37T2Y 32030 4 23720 ¢
¢ = ¥ 4 37T Ag solucoes satisfazem

¢ = 2T 4 37T — constante.
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a)

b)

A forma candnica da equagao diferencial é

V(1) +nb,(t) = fult).

Um factor integrante é en’t. Multiplicando ambos os membros da equa-
¢ao diferencial pelo factor integrante, obtém-se

¢ (8) + € by () = ¢ fa(h).

Reconhece-se no primeiro membro a derivada do factor integrante mul-
tiplicado por b, (%):
(€0, (1)) = " fo(t).

Finalmente, integram-se ambos os membros de 0 a ¢:

t
", (1) — b, (0) = / " f(s) ds
0
ou seja,
t
bu(t) = cre™ +/ e =9 £ (5) ds
0

Prolonga-se a solucao como funcao impar em x e peridédica em x, de
periodo 27. Para cada t fixo, desenvolve-se o prolongamento em série

de Fourier:
E b, (t) sin(nx)

Substituindo esta expressao para u na equacao diferencial parcial, obtém-
se

Z b, (t) sin(nx) Z n?b, (t) sin(nz) + Z fn(t)sin(nx).

n=1

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, para cada n € Ny,

0(t) = —nbu(t) + fal(t).

As solugoes destas equagoes diferenciais ordindrias foram obtidas na
alinea anterior. Elas conduzem a

_ c cn —n?t te—nQ(t—s) - d i ).
nz::l[ e —i—/o fn(s)ds| sin(nx) (3)
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Substituindo ¢ por zero, vem

u(z,0) = Z ¢y sin(ne).

Para que esta funcao coincida com a fungao ug, os coeficientes ¢,, devem

ser dados por
2 s
Cp = —/ uo(x) sin(nx) dx. (4)
0

™

Uma solugao formal do problema é (3), com os coeficientes ¢, dados
por (4).



