Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Exame - 28 de Janeiro de 2013
LMAC, MEBiom e MEFT

Resolugao
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A funcao tem derivadas parciais continuas pelo que é R-diferenciavel. Por-
tanto, a funcao é diferenciavel nos pontos onde é satisfeita a equacao de
Cauchy-Riemann, f, = —if,. Ora,

fo=—if, & xe¥=—ize™ & xz=00ue’ =—i

& r=0ouy=—7+krcomkeZ.
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a) O segmento 7 é parametrizado por z(t) = —im+mt(141), com ¢ € [0, 1].
Logo, z(t) = im + wt(1l — i) e 2/(t) = w(1 +1).
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c) O desenvolvimento em série de Laurent em torno do ponto zero é

2=0
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A 3 2122 3l 4 5 6 T

vélido em C\ {0}. A funcao tem um pélo de terceira ordem na origem.

a) A afirmacio é falsa. A fungio z — ¢* = e"e¢ ¢ limitada em qualquer
semiplano r < xy mas nao é constante.

b) A afirmagao é verdadeira. Seja f é limitada no exterior de uma bola
B. A funcdo f também é limitada em B porque é continua, uma vez
que ¢ inteira. Portanto, f é limitada em C. Pelo Teorema de Liouville,
f é constante.

6. Obtém-se u(z) = e**. As solugoes da equacio diferencial satisfazem
62a:+3y + e Y — c,
onde ¢ é constante.

7.
y(t) = cos(2t) + sin(2t) — 1+ #*.
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9. Para que X (t) = c(t)v + d(t)w seja solugao de X' = AX, deve ter-se

X'=dtw+dtHw = Alct)v+dt)w) = Ae(t)v+d(t)(v+ w)
(Ac(t) +d(t))v + Md(t)w.

Como v e w sao independentes, vem
d =\,
d—Ae=d.
Da primeira equacao tira-se d(t) = die, com d; constante. Entao, resol-

vendo a segunda equacao, obtém-se c(t) = c;eM + diteM, com c¢; constante.
As solugoes do sistema X’ = AX da forma X () = ¢(t)v + d(t)w sado

X(t) = (¢ + dit)eMv + dyeMw.

10.

a) Esbogo do grafico da funcao f:

com

b) A solugao do problema é

u(x,t) = Z %e 2 sin (272).

n=1
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c)

d)

Sim, a série na alinea b) converge uniformemente em [0,1] x [e, +00]
porque a série dos modulos é majorada por

e esta série tem soma finita.

A série na alinea b) nao converge uniformemente em [0, [] x [0, +oo[. Se
assim fosse, o limite seria uma funcao continua porque o limite uniforme
de fungoes continuas é uma funcao continua. Mas para t = 0 a série
coincide com a da alinea a). A sucessao das somas parciais anula-se no
ponto zero e o limite é a funcao f, uma fun¢ao descontinua no ponto
zero. Portanto, a convergéncia da série nao pode ser uniforme.



