Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Exame - 15 de Janeiro de 2011
LMAC, MEBiom e MEFT

Resolucgao

1. Separando z na sua parte real e imaginaria z = x + iy, a igualdade
e* = e*tW = e%e® mostra que o médulo de e é e¥ e o argumento de e* é
y. Portanto, a imagem consiste no conjunto dos complexos de modulo entre
e /2 e e, e argumento entre —7 e I.

R¥

2. Como f tem derivadas parciais continuas é R-diferenciavel. Sera diferen-
cidvel sse satisfizer a equacao de Cauchy-Riemann, f, = —if,. Derivando f
em ordem a x e a ¥,

fe = 2x 4 2iy
fy = —2y+i(2z —siny)
—if, = (2xz —siny)+ 2iy.
Logo, a equagao de Cauchy-Riemann ¢ satisfeita sse siny = 0 < y = kw com

k € Z. Conclui-se que f é diferenciavel em {z € C : z = x + ikm com z €
R e k € Z}. Nos pontos deste conjunto f'(z) = f.(z) = 2z.

3. A maior regiao anular aberta centrada em zero contendo o ponto —2 e
contida na regidao de holomorfia da funcao (C\ {—1,3}) é{z € C: 1< |z| <
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3}. Separando em fraccoes simples e usando a série geométrica, nesta regiao
anular tem-se
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A funcao tem polos de primeira ordem em —1 e 3.

4. Seja R>2e Drp={z€C:|z] <R, Sz > 0}. Pela Férmula Integral de
Cauchy;,
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Assim, designando por f(z) = m,

/ f(z)dz+/ f(z)dz = —. (1)
{2€C:|z|<R, 32=0} {z€C:|z|=R, 32>0} 16

Usando |z — w| > ||z] — |w]],
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TR
= m — 0 quando R — +o00.

"
—— arz
(2€C:[2|=R, 250} (22 +4)?

Logo, tomando o limite de ambos os membros de (1) quando R — +o0,

+o0 1
/ ———dzr = lim f(z)dz:l.

oo (22 44)? R—00 Jr.eC:|z|<R, $2=0} 16
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5. Suponhamos que f é diferenciavel em a e f’(a) # 0. Seja v uma curva
com ¥(0) =a e (0) =v = |v|E(if). A imagem de vy por f é B = f(v), cuja
direc¢@o no ponto f(a) é ade 8'(0) = f'(a)y'(0) = f'(a)v = %(a). Portanto,
arg 5'(0) = arg f'(a) + argv. Assim, a direccao de /(0) é a direc¢ao original
(angulo € com o eixo real) rodada do argumento de f’(a) no sentido directo.

z f(z)

85 ()

Como a funcao f roda todas as direccoes por um angulo igual ao argumento
de f'(a), os angulos com vértice em a sao preservados.

6. Facilmente se verifica que a equacao diferencial nao é exacta. Tentemos
determinar um factor integrante da forma pu(z). A nova equacao é

() (2y® + 3ye®) 4+ p(x)(2y + ")y = 0. (2)

Para que esta equacao seja exacta deverd ter-se

) 247+ 30e”)] = )2y + )

ou seja,
pu(z)(4y + 3e") = p'(2)(2y + €”) + p(a)e”.
Esta equacao é equivalente a
(@) (dy +2e") = (' (x)(2y + €) & 2pu(z) = 4/ ().
Portanto, e** é factor integrante. Substituindo em (2),
(2y2e* + 3ye*®) + (2ye* + ")y’ = 0.

O campo (2y%e®® + 3ye3, 2ye®® + €3*) é um gradiente. Designando por ¢ um
potencial, tem-se

gbx 2y262m + 3’3/631,
by = 2ye* 4 e,
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Deste sistema tira-se

¢ = Yy +yed 4+ c1(y),
¢ = Yy +yed 4 co(x),

de onde ¢ = y%e** + ye3® + c. Podemos tomar ¢ = y?e*® + ye?

escolha de ¢ a equacao diferencial escreve-se

. Com esta

d
¢z + ¢yy’ =0 ou %[gb(x, y(z))] = 0.

A solugio é ¢(xz,y(x)) = ¢(xo, y(20)) = ¢(x0, yo). Conclui-se
2 2x

Y2 4yt = yle?0 4 yoedo.

Usando a férmula resolvente,

—edr + \/66:1: _'_4yge2(m+:vo) _|_4y062:v+3:v0
e

ro1
—_ % + 5\/62:1: + 4y862(7:v+mo) + 4y0672x+3x0

y::

Escolhemos o sinal mais antes da raiz porque quando x = x( deve vir y = o,
e®0

sendo que por hipétese 2y + €™ > 0, o que equivale a yo > — 5.

7. Procuramos solucoes da forma y(t) = t*. Substituindo na equacao dife-
rencial,
AN — D220 — 6t = 0.

Dividindo ambos os membros por t*,
M=) +22-6=0 & N +1-6=0 & (A +3)(\—2)=0.
Logo, A = =3 ou A = 2. A solugao geral da equacao diferencial é

C1
y(t) = el + cot?.

8. As iteradas de Picard sao

yi(t) = +/0 tan yo(s) ds

t
+/ lds == +1,
; 4

e
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t

i
ya(t) = — +/ tanyy(s) ds

4 0

T / sin(§ + )

4, cos( )

= % — [Cos } In [cos }

= % [Cos } ln[ }

sendo que o dominio de y, ¢é ]—%’r, " [, porque nos extremos deste intervalo o

argumento do coseno se anula e o logaritmo nao esta definido.
9.

a) Para cada y fixo,

[e.e]

u(z,y) = Z[an(y) cos(nx) + by (y) sin(nz)).

n=0

Assim, as condigoes fronteira u(—m,y) = u(m,y) € u(—m,y) = u (7, y)
para y € [0, 7| estdo formalmente satisfeitas. O laplaciano de u é

[e.9]

Upy + Uy = Z[—nzan(y) cos(nx) — n’by, (y) sin(nz)]

+Z " (y) cos(nzx) + bl (y) sin(nz)]

= > llan(y) = nan(y)) cos(nz) + (0, (y) = n°bu(y)) sin(n)].

n=0
Para que u seja harménica,

a(y) = n2a,(y) - a,(y) = c¢pcosh(ny) + d, sinh(ny)
bn(y) = nbu(y) (y) = encosh(ny) + fnsinh(ny)
para n # 0. Por outro lado, ag(y) = ¢y + dpy. Em particular, como

a,(0) = ¢, € b,(0) = ey,

o0

u(z,0) = Z[cn cos(nz) + e, sin(nx)].

n=0

Para que esta funcao se anule, por unicidade dos coeficientes de Fourier,
deve ter-se ¢, = e, = 0 para todo o n. Logo,

u(z,y) = doy + Z[d" sinh(ny) cos(nx) + f, sinh(ny) sin(nz)]. (3)

n=1
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Resta garantir a condigao fronteira u(z, 7) = f(z). Uma vez que

u(z, ) = dom + Z[d" sinh(nm) cos(nx) + f, sinh(nr) sin(nz)],

n=1

esta condigao fronteira sera satisfeita se dom, d,, sinh(nr) e f, sinh(n)
forem os coeficientes de Fourier de f, isto é,

dor = /f

d, sinh(nm) = - f( ) cos(nz) dx,
fnsinh(nm) = % f(z)sin(nx) dz,

para n > 1. A solugao do problema do enunciado é dada por (3) com
estes coeficientes d,, e f,.
b) A solugao para f(x) =1+ cosx + sin(2x) é

1 1

u(@y) =y + sinh(r)

sinh y cos = + sinh(2y) sin(2x).

1
sinh(27)

10. Sim, pode garantir-se que os coeficientes de Fourier convergem para zero.
Com efeito, os coeficientes a,, para n > 1, sao dados por

a = /f ) cos (2 dz

= sm(mlm)f(:p)}l_l - L "(x) sin(%) dx

l

Sendo f periddica, [ também é periddica. Como além disso, por hipdtese,
f" é continua, f’ é limitada. Designemos por M um majorante do médulo de

f'. Tem-se que

la,| < 2Ml
nm

Esta desigualdade prova que (a,) tende para zero quando n converge para
infinito. Semelhantemente para a sucessao de coeficientes (by,).
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Versao 2

1. Separando z na sua parte real e imaginaria z = x + iy, a igualdade
e* = e = e%e® mostra que o médulo de e* é e e o argumento de e* é
y. Portanto, a imagem consiste no conjunto dos complexos de médulo entre
e /2 e 1, e argumento entre I e 7.

Sz Se

Rz _T-éﬂ-?; | Re*

2. Como f tem derivadas parciais continuas ¢ R-diferenciavel. Sera diferen-
cidvel sse satisfizer a equacao de Cauchy-Riemann, f, = —if,. Derivando f
em ordem a x e a ¥,

fe = (2x —sinx) + 2iy
fy = —2y+ 2
—ify = 2x+ 21y.
Logo, a equacao de Cauchy-Riemann é satisfeita sse sinz = 0 < x = k7 com

k € Z. Conclui-se que f é diferenciavel em {z € C: z = kr + iy com k €
Z e y € R}. Nos pontos deste conjunto f'(z) = f.(z) = 2z.

3. A maior regiao anular aberta centrada em zero contendo o ponto 2 e
contida na regido de holomorfia da funcao (C\ {—3,1})é {z € C: 1< |z| <
3}. Separando em fraccoes simples e usando a série geométrica, nesta regiao
anular tem-se

4 1 1
(z—1(z+3)  z—1 z2+3
11 11
T 21—-(1/2) 31+(2/3)
B 1§: I 1S (—1)me”
znzoz" 3n:0 3n
=1 L (=)
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A funcao tem pélos de primeira ordem em —3 e 1.

4. Seja R>3e Dp={2€ C:|z| <R, Sz > 0}. Pela Formula Integral de
Cauchy;,

1 o 1/(z + 3i)? i
/aDR @ op /aDR EEEH

5 d 1 - 2 T
= 21 ———— = —2mi = —.
dz (z +31)%|__; (z+30)3],_; 54
Assim, designando por f(z) = m,
/ dz—l—/ f(z)dzzl. (4)
{z€C:|z|<R, 32:0} {z€C:|z|=R, S=z>0} 54

Usando |z — w| > ||z] — |w]],

1
< / — o |47]
{z€C:|z|=R, S=z>0} |Z2 + 9|2

1
< / oz 47|
(2eC:|2|=R, 32501 |[22] = 9]

1
- 1
{ZE(C| |=R, Sz>0} (R2 - 9)2

1
——dz
'/{vze(C:|z|R7 Sz>0} (’ZQ + 9>2

= m — 0 quando R — “+00.

Logo, tomando o limite de ambos os membros de (4) quando R — +o0,

+0o0 T
———dr = lim f(z)dz = —.
/;oo (.TQ + 9>2 R—o0 {z€C:|z|<R, $z=0} o4

5.

6. Facilmente se verifica que a equacao diferencial nao é exacta. Tentemos
determinar um factor integrante da forma p(z). A nova equacao é

() (3y® + 5ye™) + p(x)(2y + ")y’ = 0. (5)

Para que esta equacao seja exacta deverd ter-se

SelnE0? + 5ye)) = 2L futa) 23+ )]
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ou seja,
p(x)(6y + 5e™) = 1 (x)(2y + €*) + p(x)2e™.
Esta equacao é equivalente a
p(x)(6y + 3e*) = 1 (x)(2y + €*) & 3u(x) = p/ ().
Portanto, €3* é factor integrante. Substituindo em (5),
(3y263$ + 5y65$) + (2y63$ + e5m)y/ = 0.

O campo (3y2e3® + 5yed®, 2ye3® + €5%) é um gradiente. Designando por ¢ um
potencial, tem-se
(bzv — 3y2€3a: + 5y€53[:7
{ by = 2y 4 e,

Deste sistema tira-se

¢ = Yy 4 ye +ay),
¢ = Y23 + yed® + co(w),

de onde ¢ = y%e3® + ye>® + c. Podemos tomar ¢ = y%e3® + ye5*. Com esta
escolha de ¢ a equacao diferencial escreve-se

¢r + ¢yy’ =0 ou %[gf)(x, y(x))] = 0.

A solugio ¢ ¢(z, y(x)) = ¢(z0, y(w0)) = 6(z0, o). Portanto,
y263x + y65x — yge?)a:o + y065x0'

Usando a férmula resolvente,

_65:v+ \/610x+4y863(m+x0) +4y0631+5mo
9e3

2x 1
- _ 67 + 5\/641‘ + 4y863(—x+m0) + 4y06—3x+5x0.

Escolhemos o sinal mais antes da raiz porque quando x = x( deve vir y = yp,

sendo que por hipétese 2y + €% > 0, o que equivale a yy > — 62; °.

7. Procuramos solucoes da forma y(t) = t*. Substituindo na equacao dife-
rencial,
AN = D2 2 — 12t = 0.

Dividindo ambos os membros por t*,

MA=1)+20-12=0 & N+ A-12=0 & (A +4)(A—3)=0.
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Logo, A = —4 ou A = 3. A solugao geral da equacao diferencial é

&
y(t) = t—i + oot

8. As iteradas de Picard sao

t
nit) = T [ cotun(s)ds
4 Jo
T ¢ T
= = lds = —
4+/0 ds 4—|—t,
T
ya(t) = Z+/C0ty1
0
o cos(
- /
T o o
= 7 + In [sm(z + t)] — In[sin 7|
T .
= 7 + In[sin(% + )] — ln[@},

sendo que o dominio de y, é ]—%, %’T [, porque nos extremos deste intervalo o

argumento do seno se anula e o logaritmo nao esta definido.

9.

a)
b) A solugao para f(x) =1+ sinz + cos(2x) é

1

1 1
u(z,y) = ;y + m sinh y sin x + m sinh(2y) cos(2x).

10.



