Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
1° Exame - 15 de Janeiro de 2009
LEAmb, LEMat, MEBiol e MEQ

Resolucgao

1. Tem-se e* = e = e%e¥. Assim, €* tem moédulo e* e argumento y. A
imagem pedida consiste no conjunto dos complexos cujo médulo esta entre
e el =¢€" e cujo argumento estd entre —Z e 0.
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2. A funcao f tem derivadas parciais continuas pelo que é diferencidvel como
funcao de R? em R?. Portanto, serd diferencidvel no sentido complexo sse
satisfizer a equacdo de Cauchy-Riemann, f, = —if,. Ora, f, = (z + 1)% e
fy = 2y + 1, pelo que

fo=—if, & (z+1)P=-i2y+i) & (x+1)*=1-2iy
{x—l—l:il

y:O g (x,y):(—2,0)\/(x,y):(0,0)

A funcao f é diferenciavel apenas em (—2,0) e (0,0), sendo a sua derivada

f/:f:vzl-

Se f(x,y) = w = Rw + iSw, entao

f0,y) = §+y2+z’y & Rw = %Jr(Sw)?
f(ly) = §+y2+z’y & %w:§+(%w)2
flz,0) = £ & Sw=0
flz, 1) = (121)3 +1+7 & Sw=1.
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Sf(z,y)

z Rf(z,y)
) \

O vector correspondente a f,(zo,yo) ¢ tangente a {(f(x,yo) : * € R} em
T, € 0 vector correspondente a f,(xo, yo) é tangente a {(f(xo,y) : y € R} em
Yo A equacao de Cauchy-Riemann traduz que o vector correspondent a f,
se obtém rodando o vector correspondente a f, em torno de (zo,yo) de m/2
radianos no sentido dos ponteiros do relégio.
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T

3. Naregiao {z € C: 1 < |2| < 2},

1 1 1111
S L S SR g
Igm/z\"  Iom/l\m
= 52(5) 2 206)
= g 2.
n:02Jr n:lz

Usando este resultado para calcular o integral,

s f(z)dz = —/ (i Z%) dz_/zg %dz—/IZI% (i ;Zl) dz.

n=2 n=0

O primeiro integral do segundo membro da tultima igualdade é nulo porque
a integranda ¢ a derivada de uma fungao holomorfa em {z € C : |z| > 1}.
O terceiro integral do segundo membro da tltima igualdade é nulo porque a
integranda é uma func¢ao holomorfa em {z € C : |z| < 2}. O segundo integral
vale 2mi vezes o nimero de rotacdo da circunferéncia de raio 2 centrada na

2
origem em torno de zero. Conclui-se

f(2)dz = —2mi.

3
|Z|:§
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s . A . n
4. Trata-se de uma série de poténcias de z, >~ a,z", com a, = i—g O
sempre que este limite existe.

an

raio de convergéencia ¢ dado por R =

Logo,
(2" (n+ 13\ 1. 1\* 1
Se |z| = 1, entdo a série dos médulos ¢
Dol => S <o,
n=1 n=1

porque é uma série de Dirichlet, > n%, com « > 1. Logo a série do enunciado
¢é absolutamente convergente sobre a fronteira do disco de convergeéncia.

Do teorema relativo a diferenciabilidade das séries de poténcias, sabemos
que a série de poténcias representa uma funcao holomorfa no interior do disco
de convergéncia. Uma fungao diz-se holomorfa num ponto se é diferencidvel
numa vizinhanca desse ponto. A série de poténcias nao é holomorfa em
|z] = 3 porque nem sequer converge para |z| > 1.

Observagao. Pode provar-se que o seguinte limite existe e tem o valor
indicado
o TR 1)

lim Z 2%

=0 z— 2
12]<1/2 0

De facto, isto segue facilmente de tanto a série de poténcias como a sua
derivada formal serem uniformemente convergentes em |z| < 3.

5.

a) Os declives dos graficos das solugoes sdo constantes para y constante.
Para y = 0 e para y = ¢, tem-se y' = 0. Para y entre 0 e y = ¥, tem-se
a

y" > 0, sendo que o maximo de y’ ocorre para y = 5. Paray < 0e

para y > 7, tem-se y' < 0, sendo que y — —oo quando |y| — +oc.
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b)

Dividindo ambos os membros da equacao por —y? obtém-se
/
a
L2y
vy
Pelo teorema relativo a derivada da funcao composta, 2’ = —;’—;. Logo,
2 +az=b.

O factor integrante da equacao diferencial para z é ¢*. Multiplicando
ambos os membros da equacao pelo factor integrante,

ey + ae®z = be.

Reconhecemos no primeiro membro a derivada do factor integrante ve-
zes z,

i (e“tz) = bhe™.

dt
Integrando de 0 a ¢,

ez(t) — 29 = g(e“t —1) & z(t) =20 "+ 2(1 —e ).

Relembrando que y = % e designando por y o valor de y(0), para yo # 0

1 B Yol
e—at + 2(1 _ e—at) o aqe—at + yob(l _ efat) '

y(t) = ¥

Yo

[A tdltima expressao é também vélida para yo = 0 (embora a peniltima
nao seja). De facto, para yo = 0 tem-se y(¢) = 0]. Mais geralmente, a
solugao da equacao diferencial para y que satisfaz y(to) = yo é

Yol
ae—a(t—to) + yOb(l _ e—a(t_to)) .

y(t) =

Esta igualdade é valida enquanto o denominador nao se anular. Isso

acontece quando
1. by —
b=t =ty +-In "¢
a byo

O argumento do logaritmo é positivo quando yy < 0 e quando yo > 7.
Se yo < 0, entdo t, > ty e a solugao existe para t €] — oo, t.[. Se
0 < yo < 3, entao a solugao estd definida em R. Se yo > ¢, entao
t. < tp e a solucao existe para t G]t*, +oo[.
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a)

b)

O polinémio caracteristico é p(A) = A2 +4X+3 = (A + 1)(A + 3). Os
valores proprios sao —1 e —3. A —1 esta associado o vector proéprio
(1,1) e a =3 o vector préprio (1,—1). Podemos tomar

101 1 A_[-1 o
V21 -1 | 0 -3

A matriz S é orthogonal e S~' = ST = S. A solucao com a condicao

inicial X, é
1 1 Zo
211 -1 1 -1 Yo
1 |1 -3t 1 o+ Yo
A ]|
oty 4| 1 To—Yo 3| 1
5 e [1 +72 e 1 |-

. e ~ S 1ps 1
Se yo # —xg, ou seja a condi¢ao inicial nao é um multiplo de { ) ],

S =

eAth = SeAtSHIXO

171 1 et 0
= 5 0 e 3t

X(t)

entao para t grande a componente de X () segundo { —11 ] ¢ muito me-

nor do que a componente de X (¢) segundo { } }, porque e~3t é muito

menor que e '. Como visto nas aulas, isto implica que as trajectd-
rias X (t) que ndo comegam sobre a direc¢ao prépria correspondente a

{ —11 ] tendem para zero tangentes a recta y = x.
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7. Estendemos a fungao a [—[,1] x [0, 00[ como fungao par de = porque as
condigoes fronteira sao de Neumann. Para cada ¢t > 0 fixo, a funcao u pode
ser desenvolvida em série de Fourier. Os coeficientes dependerao de t. Como
escolhemos a extensao que é funcao par de z,

u(z,t) = i a,(t) cos(#).

Substituindo na equacao diferencial

00 o0 2,2
w =5 300 cos() = =5 (0" cos (1),
n=0 n=0

Uma funcao tem apenas uns coeficientes de Fourier,

n2n? _ 5n2n2t

a,(t) = —5l—2an(t) S an(t) =che 2

Logo,

Falta garantir

A funcao u foi estendida como funcao par de x pelo que a restricao de u
at = 0, ou seja up, também deve ser estendida a [—[,[] como funcdo par.
Os coeficientes ¢, sao os coeficientes de Fourier da extensao de ug, ainda
designada por ug. Assim, para n > 0

1 [ 2 [
Cn = 7/lu0(:p)cos(?> dr = 7/0 udx)cos(?) dz

2/ nwE 2 . /nrx 2 2 . /nw
= - cos(—) dr = —sm(—) = —sm(—).
L Jo 2

l nmw l 0 nmw
Para n = 0,

N~

1/ 1/ 1
=5 luo(x)dxzj/ouo(x)dx:a

A temperatura é dada por

2
_57r2t 75A9A27r t 752?2# t
€

ule0) = 2 | cos(3F) - ¢
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8. Podemos escrever a equacao diferencial na forma
9 1
p
Se u é solucao desta equacao entao u satisfaz

D(D*+1)u=0 & u=cycosl+ cysind + cs,

mas nao inversamente. Vamos determinar quais destas fungoes satisfazem a
equagao original. Substituindo na equagao original,

1 1
(D2+1)(010080+0281n6’+03):—2 & (DP+ == & c3=—.
p

A solucao geral da equagao diferencial do enunciado é

1 1
u=cyrcostl +casinf + — = ,/c%jucgcos(g_gp)_i__w
p p

com ¢ = arg(c; + ic). Como quando # = 0 a particula estd no ponto
mais proximo do centro de atracgao, v tem um maximo em # = 0. Ora, os
maximos de 6 — cos(f — ) acontecem em 6 = ¢ mais um multiplo inteiro
de 2. Assim arg (c; +icy) = 0, ou seja ¢; > 0 e co = 0. Tem-se

u:clcosﬁ+—2.
p

Finalmente, para determinar ¢; usamos o facto de # = 0 impicar u = %:

1 1 1 1

—:Cl+—2 ~ 01:———2.
To p o D

Para que ¢; > 0 deverd ser p? > ro. A expressao de r em funcao de 6 é

o 1 B P’
o (L—%)COSH‘F#— (1;—2—1)(30894—1

To p

Esta igualdade é valida enquanto o denominador nao se anular. Isso acontece

quando
1

p2

To

cosf = —

Se ro < p? < 21, entao a solucao estéd definida em R. Se p? > 2r(, entdo a
solucao existe para |0 < 7 — arccos —"—.

p2



