Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
27 de Janeiro de 2014

LEGM e MEC
1° Teste — Perguntas 1 — 4 — 90 minutos
2° Teste — Perguntas 5 — 8 — 90 minutos
Exame — Todas as perguntas — 3 horas

Apresente os calculos
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1. Esboce o conjunto {z € C: Rz < 0 e |2] < 1} e asuaimagem por z — —5.

2. Esboce o conjunto {z € C: 0 < Rz < 1} e a sua imagem por z — log z,
onde o logaritmo ¢ o principal.

3. Considere a funcao f : C\ {0} — C, definida por f(re¥?) = — Tiz + 60 para
r>0e—m <60 <. Estude a continuidade de f. Estude a diferenciabilidade
de f e calcule a sua derivada.

4. Calcule e simplifique o resultado:

a) fozﬂ ﬁ dz.

b) [, €*dz, onde L é o segmento de recta com inicio em 1 e fim em 2+ im.

c) f|z_ﬂ|:% <= dz.

d) O desenvolvimento de ﬁ em série de Taylor em torno de z = 0,
indicando a regiao onde é valido.

e) f|2|=% % dz. Classifique a singularidade z = 0.
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5. Considere a equagao diferencial
y' = e,

a) Esboce o seu campo de direcgoes e os graficos das solugoes.
b) Determine a solugao que satisfaz y(0) = yo, simplificando a expressao
final. Qual o dominio da solucao?

6. Considere a equacao diferencial
(27" +3e7Y) + (3e™* +2¢7Y)y = 0.

Determine um factor integrante da forma p = p(x + y). Resolva a equagao.
Nao precisa de apresentar as solu¢oes na forma explicita.

1 -1
A= { bt } .
a) Calcule e na forma Se*S~! ou na forma Se’tS~!.
b) Esboce o retrato de fase do sistema X’ = AX. Sugestao: Se X = [ ; ],

7. Seja

entdo AX = (z —y) [1]

8. Para cada n € Ny, seja f,, : [0, +00[ = R continua.

a) Determine a solugao da equacao diferencial ordindria de primeira ordem
linear nao homogénea para a funcao b, : [0, +oo[ — R,

b, (t) = —n’b,(t) + fu(t),
que satisfaz b,(0) = ¢,.

Assuma que a série de Fourier > 7 | f,(¢) sin(nz) converge. Seja ainda u :
[0, 7] — R uma funcao regular. Considere o problema

Uy = Upp + Y oy fo(t)sin(nz) para (z,t) € [0, 7] x [0, 400,
u(0,t) = u(m, t) =0 para t € [0, +o0],
u(z,0) = up(x) para x € [0, 7].

b) Assuma que o problema tem uma solu¢ao. Prolongue a solugao de
forma conveniente e, para cada t fixo, desenvolva o prolongamento em
série de Fourier. Determine equacoes diferenciais ordinarias para os
coeficientes da série. Determine formalmente uma solucao.
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