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Justifique as suas respostas

1. Considere a funcao

1) 1, se x é racional
€Tr) =
—1, se x é irracional

a) Calcule as somas de Darboux superiores e inferiores de f rel-
ativamente a uma decomposicdo, d, do intervalo [a,b] com pontos
a = g, T1, ... , Tp_1, Tnp=">0(a <Db).

Ja que, entre quaisquer dois nimeros reais existe um niimero
racional, entao o supremo da fungao em qualquer subintervalo de
[a,b] (por exemplo, [xy_1,xk]) é +1 porque é o valor que a funcao
assume nos racionais (e o inico outro valor que a fungao assume é
inferior a +1). Entao, para qualquer & tal que 1 < k < n, tem-se

M, = +1
Analogamente,

mp — —1
Assim,

n

Sa(f) = Z My(x, — xp—1) = Z(—H)(fﬁk — Tp_1)

= Z(xk —x1)=b—a

k=1

n

Sd(f) = ka(ifk - l"k—l) = Z(ﬂsz - l"k—l)

k=1

== (@ —a1) =—(b—a)



b) f é integrével em |[a, b]?

O integral superior de f em [a,b] é, por defini¢ao, o infimo das
somas superiores de Darboux de f em [a, b] sobre todas as decom-
posigoes do intervalo [a, b], isto é,

/bf(x)dx = inf{S4(f) | d ¢é decomposicao de [a, b] }

Como vimos na alinea anterior, qualquer que seja a decomposicao
de [a,b], a soma de Darboux superior é sempre b — a. Entdo, no
Nnosso caso:

/ ' He)de = nf(Sa(f) | d ¢ decomposicio de [a, 1] }
’ =inf{b—a}=0b—a
Analogamente,
/bf(x)dx =—(b—a)
Como o

Zf(a:)d;r: =b—a#—(b—a) :/Lbf(iE)d:E

entdo f nao é integravel em [a, b] (j& que, por defini¢ao, uma fungao
¢ integravel sobre um intervalo quando os integrais superiores e in-
feriores dessa funcao sobre esse intervalo sdo iguais).

2. Primitive a funcao

f(z) = !

~ sin(z) + cos(z)

A funcdo em questao é um caso particular de uma funcao racional
“em sin(z) e cos(x)” e, para se calcular a sua primitiva, convem



escrever a fungao a custa de tan(), tendo em atengao que sin(z) =

an(Z —tan?(Z
2t (2)) e cos(z) = 1-t (z)

I+tan?(3 1+tan2(%) " Entao’

1 1 1+ tan?(%)

f(z) = sin(x) + cos(z) T 2n(y) Ftant() 2tan(3) + 1 — tan
(%) 1+tan?(%)

e assim,

[rwar= [t | (1+tan?(3))de
) sin(z) +cos(z) ) 2tan(%)+1—tan?(%)
zy dx 2 14t 2

dt
:_2/7:...
t2—-2t—1

Notando que as raizes de t> — 2t — 1 = 0 sao 212\/57 tem-se

1A B
t2—2t—1_t_2+_\/§+t_M
2 2
donde
1 1
A: = —
(=5 e VB
(§
1 1
B: = ——
t_2+2\/§ \2-VE \/g

e retomando a primitivacao:

1 1
e VB R _
2/<t_ 2+2\/g +t— 2_2\/§>dt

2 2—}—\/§ 2—\/§
=——11 ‘t— ‘—1 ‘t— ‘ +c=
\/g<0g 2 ©8 2 ¢

= —g(log‘tan<%) —-1- \/5‘ —log|tan<%) -1 +\/§‘> +c




3. Calcule a drea de um circulo de raio r (r > 0).

Figure 1: ... calculando a area do circulo de raio r

A area do circulo de raio r é dada por
A:2/ Vr2 —xldr =---

Fazendo integracao por substituicao com

x dx
x = rsin(t), t:arcsin<—>, — =rcos(t
(t 5), = reos(t)
x:—r:>t:—z x:7":>t:z
2’ 2

tem-se

3
...:2/

= 27"2/ cos?(t)dt = - -

s
2

\/7’2 — 12sin%(t)2r cos(t)dt = 2 / Cr cos(t) - rcos(t)dt =

SIE]
SIE]
SIE]

Notando que

cos(2t) = cos?(t) — sin*(t) = cos*(t) — <1 - cos2(t)) = 2cos?(t) — 1



vem

1 2t
cos?(t) = + cos(2t)
2
donde,
T t=17
2 1+ cos(2t) t sin(2t)| °
= 22 = 22 =
g /_ 2 T2

4. Determine uma funcao f, continua em R, tal que

v 1 1
/ ft)dt = —3 + 2% + wsin(27) + 5 cos(2x)
0

Supondo f continua em R,

( / zf(t)dt> ~ ()

pelo Teorema Fundamental da Anélise. Entao,

f(z) = (/Ox f(t)dt> = (—% + 2% + sin(2z) + %cos(Q@) =

: 1 .
=042z +1-sin(2x) + x - cos(2z) - 2 — 5 (— s1n(2:13)> 2=

= 21 + 2z cos(2z) = 2:17(1 + COS(2:L‘)>



