Analise Matematica II, 1o. Semestre 2004-2005
8a. Lista de Exercicios (Semana de 22 a 26 de Novembro)
(Cursos: LEM, LEMat, LEGM)

1. Seja A um subconjunto nao vazio de R™ e b € R™. Chama-se distancia do ponto b
ao conjunto A - notacao: d(b, A) - ao infimo do conjunto formado pelas distancias de b a
cada um dos pontos de A:

d(b, A) == inf{|| z — b]| |z € A}

Tendo em conta esta definicao:

a) Justifique que, se b € A, d(b, A) = 0 e mostre por meio de um exemplo que pode
ter-se d(b, A) =0 com b ¢ A

b) Prove que se A é fechado e se d(b, A) = 0 entao b € A

c¢) Justifique que, se A é nao vazio, limitado e fechado, entao existe um ponto a € A
tal que d(b, A) = ||a — b]|. (Note que “norma de...” é uma fungao continua)

d) Prove que o resultado da alinea anterior é ainda verdadeiro, supondo apenas que A
¢ fechado e nao vazio.

2. Seja f a funcao dada por

f(x,y) = xlog(zy)

a) Indique o dominio D de f, interprete-o geometricamente e determine o seu interior,
o seu exterior e a sua fronteira. Indique justificando se D é aberto, fechado, limitado,
CONExo.

b) A fungao f é continua em todo o seu dominio? Justifique.

¢) Mostre que, sendo S uma semirecta com origem no ponto (0, 0) e contida no dominio
de f, o limite de f em (0,0) relativo ao conjunto S,

lim f(z,y
(z,y)—(0,0) (=.9)
(z,y)€eS
tem o mesmo valor para toda a semirecta S nas condigoes indicadas.
d) Mostre que nao existe lim, 0,0y f(2,y). Calcule o limite quando (z,y) — (0,0)

ao longo da linha de equagao y = e

3. Mostre que nao existe
lim  —Y
(@,9)—(0,0) T3 + y?

4. Considere a funcao dada pela expressao
1

f(%?/):\/ﬁ

definida em D = {(z,y) | zy > 1}.

a) Indique, justificando os pontos em que f é continua.

b) Existird algum ponto fronteiro ao dominio D ao qual f possa prolongar-se por
continuidade?



¢) Indique, justificando, o contradominio de D.

5. Considere a funciao f : R? — R? definida por
f£(0,0) =0

y — 222
fe,y) = —=—=—=
Vrit+y

a) Prove que esta fungao nao ¢é continua em (0, 0).

b) Considere a restri¢ao desta fungao ao conjunto D = {(z,y) | ly| < z*}. Prove que
esta restri¢ao de f é continua em (0,0).

¢) Verifique que a conclusao da alinea anterior nao seria vélida se, em vez da restrigao
a D, considerdssemos a restricao a

T
Di={(wy)| <7} keR



