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1 Introducao. Estrutura Algébrica e Topoldogica em R™

Iniciamos aqui o estudo de fungoes de varias varidveis. Tipicamente as nossas fungoes serao dadas por
expressoes como:
1

f(x7y):$_ya g(x,y,z):xlog|y—z|, h(x17x27x37x4):x%—’_x%—’—x?’)—’—x?l

Os dominios destas fungoes sao:

Dy ={(z,y) |z,ye Rex—y#0}
DgZ{(x,y,z)|a:,y,z€]Rey—z7éO}
Dh - {(3}'1,1‘2,333,.’,134) |$1,.’E2,m3,$4 GR}

que sdo subconjuntos de R? (ver figura 1), R? (ver figura 2) e R* (de facto, Dj, = R*).
Y

Figure 1: D é o plano XY excepto a linha representada na figura

Em R era comum usarmos operagoes algébricas como adigao, subtracgao, multiplicacao e divisao para,
entre outras coisas, definirmos as expressoes analiticas das nossas funcoes. Quais destas operagoes fazem
ainda sentido em R™ com m > 1?7

Adicao em R™

Sejam (1,22, ..., Tm) € (Y1,Y2, - - -, Ym) dois elementos genéricos de R™. Definimos adigio destes dois
elementos:

(1,22, .., Zm) + (Y1, Y2, Ym) = (T1 + Y1, T2+ Y2, o, Ty + Ym)

Esta operagao é comutativa:
(x17x27' "7xm) + (y17y27' 7ym) = (xl +y17x2 +y27' oy Tm +ym) = (yl +xlay2 +x27" <y Ym +xm)
O elemento de R™ com todas as coordenadas nulas, (0,0,...,0), é tal que

(0,0,...,0) + (1,22, ..., &Tpm) = (1, T2, ..., Tym) = (1, T2, ..., Tm) +(0,0,...,0)

ou seja, (0,0,...,0) é o elemento neutro da adigdo em R™. Para cada (z1,xa,...,Ty), existe um tnico
(—x1,—x2, ..., —Ty) para os quais se tem:
(1,22, Tm) + (—x1, —T2, ..., —Ty) = (0,0,...,0) = (-1, —22, ..., —ZTm) + (T1, T2, ..., Tup,)

ou seja cada elemento de R™ tem um inverso em R™. Finalmente, esta operacao é associativa tendo
portanto, todas as propriedades que ja conheciamos da adigcao em R.



Figure 2: D, é R? excepto o plano representado na figura

Nao existe nogao de multiplicacdo em R™ tal como a conheciamos em R. Que outras maneiras de
associar dois elementos para produzir novos elementos de R™ temos ainda?

Multiplicagao por escalar

Dado um numero real a (dito “escalar”) e um elemento de R™, (x1, 2, ..., %), definimos multi-
plicagao por escalar da seguinte maneira:

a1, T2, ..., Tm) = (@1, aZa, . .., QTy,)

Distancia entre dois elementos
Em R, a distancia entre dois elementos, x e y, é dada pelo médulo da diferenca entre os dois, |z — y|.
Em R2?, usamos o Teorema de Pitdgoras:

Y2

€2

I W
Figure 3: Distancia entre dois pontos em R?, dadas as suas coordenadas

Em R3:
O que indica que, de um modo geral, d(z,y), a distdncia entre os elementos © = (x1,22,...,Tm) €
y = (y1,Y2,---,Ym), em R™ é dada por:

d(z,y) = V(w1 —y1)? + (22 = 12)2 + - + (T — Ym)?
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Figure 4: Distancia entre dois pontos em R?, dadas as suas coordenadas

Se fizermos (y1,¥2,--.,ym) = (0,0,...,0), obtemos

V@i =)+ @ —9)?+ A+ (@m —Ym)2 = V(@1 — 02+ (22— 02+ + (2, — 0)2 =

2\/33%4—3:%4—-'-4—3:,2,1

que dé a distdncia do elemento (0,0,...,0) até ao elemento (z1,z2,...,2Zm). A este valor chamamos
norma de (21,2, ..., %m) e denotamos por ||(z1,z2,...,Tm)||:

[[(z1, 22, .., 2m)|| = \/x%—i—xg—i—----i-x??n

Note-se que se fizermos m = 1 obtemos

1] = /2t = |1

Entao a norma, ||---||, generaliza a no¢ao de médulo. Por outro lado,

d(z,y) = \/(331 —y1)? (w2 —y2)? (T —Ym)? = (21— Y1, 22 — Yo, T — Y| =

= [(z1, 22, 2m) — (Y1, —y2, - — ym)|| = ||z — yl|
(com z = (x1,22,...,Zm) €Yy = (Y1,Y2,--.,Ym)) Mais uma vez generalizando para R™ um facto nosso
conhecido de R: que a distancia entre dois reais é o médulo da sua diferenca.
Definimos tambem, para = (21,%2,...,Zm) € ¥ = (Y1,¥2, - - -, Ym) em R™ o seu produto interno:

T Yy = (f]_,l'g,...,xm) : (ylay27"'7ym) = T1Y1 +$2y2+ o TmlYm
Se, em particular, fizermos y = x, isto é, (y1,¥2, ..., Ym) = (T1,T2, ..., T ), vem
Tox= (21,2, Tm) - (T1, T2, ..., Ty) = D121 + ToTo + ... T = 25 + 25 + ... 22, = ||2]|?

ou seja, o produto interno de um elemento por ele préprio é igual ao quadrado da sua norma. Entao,
dados dois elementos quaisquer de R™, x = (z1,22,...,Zm) € ¥y = (y1,Y2,---,Ym) € um ndmero real



(escalar) «, tem-se

0<[lz+ay|f’ = (z+ ay) - (z + ay) =
(21, @2, Tm) + (Y1, y2, - - ym)) - (@1, 22, ... Tm) + (Y1, Y2, - Ym)) =
(1 + ay1, 2 + Qya, . .., Ty —|—o<ym)) . ((ml + oy, T2 +ays, ..., Ty + aym)) =
T1 + ozyl)(xl + ozyl) + (332 + Ozyz) (332 + ozyz) + -+ (xm + aym) (l“m + aym) =
z1(z1 + o) + oy (21 +ayr) + -+ T (T + QY)Y (T + AYm) =
(23 + aziyr) + (agazy + ®y7) + -+ (22, + @mYm) + (WYm@m + @°y5,) =
=(2f 4+ +22) 2z + -+ TwYm) (Vi YL =
= ||z||* + 2az - y + 2|y

-
-
(

ou seja, concluimos que o polinémio de grau dois em «:
pla) = (lyll*)a® + (22 - y)a + [|2]|?

é maior ou igual a zero. As raizes de um tal polinémio sao dadas por:

oo “22 eyt Q- y)? — Afly|Ple]?
2[[yll*

Como o nosso polindmio tem, no mdximo, uma raiz (porque é sempre maior ou igual a zero) entdo a
expressao dentro da raiz tem de ser menor ou igual a zero, ou seja

(22 - y)* = 4llylPllzlP* < 0 (v y)* < ylPll2l® & |2 y| < lal] [yl

Entao, para qualquer x e y em R™,
|-yl < [l2l] [lyll

que é conhecido por desigualdade de Cauchy-Schwartz.
Exercicio 1.1

Para quaisquer z, y e z em R™ e a em R, estabelecer as seguintes propriedades:

TYy=y-x
(z+y)-z=x-2+y-2z ; z-(y+z)=z-y+x-z
laz|| = |af [|=]]

(ax) -y =alz-y) =z (ay)

Da desigualdade de Cauchy-Schwartz resulta que
lz+ylP=(+y) @ty =z (@+y) +y - (@+y)=c otz y+ty oty y=
2
= |[2l1® + 22 -y + [lyl[* < |l=[[* + 2[|2[] [ly]] + lly][* = (2]l + [ly]])

e portanto:
2+ yll < [l + [ly]]

Desta desigualdade resulta que dados x, y e z em R™, se tem,
lz =yl =tz —2) + (z =)l < llz — 2|l + [z = yl|

isto é
|z —yll < |[lz —2[| + |[z — yl|



conhecida por desigualdade triangular. Verifica-se ainda trivialmente que, para qualquer z e y em
R™ se tem

|z —yll = [ly — ]

lz —yl[ =0
Estas trés propriedades,
1)z =yl < flz =2l +[lz — yll, 2) Mz —=yll = lly — =], e 3) lle—yll=0

s@o as que se esperam de uma distancia entre dois pontos: (1) que nado seja negativa; (2) que a distancia
de um ponto a um segundo ponto seja a mesma que a distancia do segundo ponto ao primeiro; e que (3)
a distancia de um ponto a um segundo seja menor ou, quando muito, igual que a distancia do primeiro
ponto a um terceiro ponto mais a distancia desse terceiro ponto ao segundo (ir de Lisboa directo ao Porto
percorre-se menos distancia do que ir primeiro de Lisboa a Elvas e s6 depois de Elvas ao Porto).

Exercicio 1.2

Considere um conjunto qualquer (ao qual chamamos X). Nesse conjunto considere a fungao:

d(z,y) = 1, sex=y
W= 0, sex#y

Verifique que esta é uma funcéo distancia em X (isto é que verifica as propriedades (1), (2) e (3) acima).
NOTA: De agora em diante, a funcao distancia que consideramos é:
d(z,y) = [l = y|

em R™.

Tendo equipado R™ com uma fungao distancia podemos agora falar, dado um ponto arbitrério a em
R™, do conjunto de pontos que estao préximos de a a menos de um dado valor €, ou seja de vizinhancas
- agora conhecidas por bolas.

Definicao 1.1
Dado a = (a1,...,am) em R™ e € > 0 chamamos bola de centro a e raio € ao conjunto:
B.(a) = {x €R™ | |lz — al| < ¢}

Com estas nogoes de distancias e de bolas (vizinhangas) faz agora sentido falar de sucessoes limi-
tadas, sucessoes convergentes; pontos interiores a conjuntos, pontos aderentes a conjuntos; etc., tal como
faziamos em R.

2 Sucessoes

Uma sucessao em R" é uma correspondéncia que a cada nimero natural n associa um elemento de R™.

Exemplo 2.1

Tn = (nym,...,n)
m coordenadas

1 1
Yn =\ —1, —, N, ..
n n

m coordenadas

(1 2 m)
Bn = =5 —s-eos —
nn n

m coordenadas

wn = (=" (=", (1))
m coordenadas

Note-se que aqui o indice n em x,, Yn, zn, Wy, representa o termo da sucessao.



Definigao 2.1 (Sucessdo Limitada)

A sucess@o (z,) em R™ diz-se limitada se existir um real positivo R tal que
[lzn]| < R, qualquer que seja n

Exemplo 2.2

(zn), (wy,) acima s@o sucessoes limitadas, j& que

=2 Bl =@ e ) = G+ () -

n(Z) = 2

() s () s () v

lwall = || (0" (=1, (<1)7)

Definigao 2.2 (Sucessao Convergente)

A sucessdo (x,) em R™ diz-se convergente para a em R™ se, qualquer que seja € > 0. existir um inteiro
positivo N tal que
n>N = x, € Ba)

Exemplo 2.3

A sucessao (% +1, %) converge para (1,0). De facto,

|1y -0 =[G D=y +(G) = \2(0) - 1ve-2

Entao, dado € > 0, tome-se um inteiro positivo NV tal que

2
N>£
€

donde
§<6

Entao, para todo o n > N tem-se:
1 1 V2 V2
- 1,—)—1,0H:—<—<
H(n + n (1,0) n N =€
ou seja, dado € > 0, determindmos um inteiro positivo N tal que,
1
n>N = H( +1—)—(1,0)H<e

Portanto, a sucessao (% + 1, %) converge, por definigdo de convergéncia de sucessoes, para (1,0).

As sucessoes como (% + 1) e (%) em relagao a sucessao (% +1, %), chamamos sucessoes coordenadas.
Seguidamente apresentamos alguns resultados sobre sucessoes que sao andlogos a resultados que ja
conhecemos de sucessoes em R.

Proposicao 2.1 Uma sucessao convergente tem um unico limite



Dem. Suponha que a sucessao convergente (z,) em R™ tem dois limites distintos, a e b em R™, com
a # b. Seja € = ||a — b||. Como (z,,) converge, entdo existe um inteiro positivo N tal que para n > N,
T, € Bg(a) e z, € Bg(b), ou seja, para n > N, tem-se, simultaneamente,

€

2

€

n— 0| <
e len—bl < 3

|lzn — all <

o que implica que
€

2

= €

lla =8l = [[(a = @n) + (20 = D) < [[(a — 2a)|| + [|(zn = )| < §+
donde em particular,
[la —b|| < e

o que contradiz a nossa escolha inicial de
€= |[la—0|

o que é absurdo, demonstrando-se assim que o limite de uma sucessao convergente é tnico. l

Proposicao 2.2 Uma sucessio convergente € limitada.

Dem. Suponha que a sucessao (z,) converge para a. Entdo, por definicio de convergéncia de sucessoes,
para todo o € > 0 existe um inteiro positivo N tal que para todo o n > N, ||x,, — a|| < e. Como vimos
nas praticas

el = 1ol | < 1z =31
donde dado € > 0 existe um inteiro positivo tal que N

lznll = llall | <lzn —al| <€

e portanto, desembaragando de moédulos
llaf] — € <|lznll < lall + €

ou seja existe um N tal que o conjunto dos termos da sucessao z,, a partir desse indice N, é limitada.
Falta portanto saber se o conjunto dos termos da sucessao até ao indice N é, ou nao, um conjunto
limitado. Mas este conjunto é um conjunto finito (sé tem N elementos) logo é limitado. Finalmente, a
unido de dois conjuntos limitados (no caso, {||z,|| | n < N} e {||an|| | n > N}) é outra vez um conjunto
limitado. Portanto, se uma sucessao é convergente entao é uma sucessao limitada. W

Proposicao 2.3 Uma sucessdo € convergente (€ limitada, respect.) se e sé se todas as suas sucessoes
coordenadas forem convergentes (limitadas, respect.)

Dem. Omitida B
Proposigao 2.4 Se uma sucessdo € limitada entao tem subsucessoes convergentes.

Dem. Omitida. B

Os resultados reunidos na proposicao 2.5, sdo, de um modo geral, generalizagdes para R™, de resul-
tados ja conhecidos em R e cujas demonstragoes sdo manipulagoes simples das defini¢des e que deixamos
entao como exercicio, a cargo de quem ler estas notas.

Proposicao 2.5 Se as sucessoes (un) e (vy,) em R™ sao convergentes entao:
o (un, £v,) tambem € convergente e limy, oo (tn, £ vy) = iy o0 (Uy) £ limy, oo (V)
o (un - vy) tambem € convergente e im0 (Un, - V) = liMpsoo (Un) - limy o0 (Vn)
e (|[un]]) tambem é convergente e limp oo |[tin]] = || limp oo wn |

Se, além disso, (o) € uma sucessdo convergente de nimeros reais (escalares) entdo

o (apuy,) tambem € convergente e limy, oo (Qptly) = iMoo () iMoo (U )



3 Nocgoes Topologicas em R™

A Topologia tem a ver com a maneira como elementos se relacionam com conjuntos (na profundidade
com que a estudamos aqui). A importancia da topologia ja deve ter ficado ilustrada aquando do estudo
de fungoes em R. Por exemplo, sabemos ji que uma funcao continua num intervalo fechado e limitado
é uma funcao limitada e é tambem uma funcao integravel. A importancia de “fechado” na expressao
anterior fica clara quando pensamos na fungao

flx)= % com z €]0, 1]

Esta fungao, apesar de continua, nao é limitada, nem é integrével no intervalo (limitado) indicado. Qual
é a aparente inconsisténcia com os resultados que recorddmos acima? E que o intervalo ]0,1] nao é
fechado.

Tendo recordado a importancia da Topologia em R passemos as definicoes em R™. Sejam D um
subconjunto de R™ e a um elemento de R™.

Defini¢ao 3.1 (Elemento interior a um conjunto)

a é elemento interior a D se existe uma bola centrada em a toda contida em D, isto é, se existir € > 0
tal que
B.(a) C D

como no exemplo (em R?) na figura 5. O conjunto dos elementos interiores a um conjunto D chama-se

Figure 5: a é elemento interior a D (em R?)

“interior de D” e denota-se int D ou D.
Defini¢ao 3.2 (Elemento aderente a um conjunto)

a é ponto aderente a D se a interseccao de D com qualquer bola centrada em a for nao vazia isto é, se
para qualquer € > 0,
B(a)ND #0

como no exemplo (em R?) na figura 6. O conjunto dos elementos aderentes a um conjunto D chama-se
“aderéncia de D” ou “fecho de D”e denota-se D.

Exercicio 3.1

Seja X um subconjunto de R™. Mostre que

XcXcX



A bola centrada em (0,0) tem raio e.

Figure 6: (0,0) é elemento aderente a D (em R?)

Definicao 3.3 (Conjunto Aberto)

Um conjunto, D, diz-se aberto se cada um dos seu elementos for um elemento interior ao conjunto. Tendo
em conta o exercicio acima, um conjunto aberto, D, satisfaz,

int D =D
Defini¢ao 3.4 (Conjunto Fechado)

Um conjunto, D, diz-se fechado se cada um dos elementos aderentes a D for um elemento de D. Tendo
em conta o exercicio acima, um conjunto fechado, D, satisfaz,

D=D

Proposicao 3.1 a ¢ aderente a D se, e so se, existir uma sucessdo de termos em D que convirja para
a.

Dem. Suponhamos que existe uma sucessao de termos em D, chamemos-lhe (z,,), que converge para a.
Entao, por definicao, para todo o € > 0, existe um inteiro positivo N tal que

n> N = x, € Ba)

e portanto qualquer bola centrada em a contem elementos de D (j& que x,, € D para qualquer n) ou seja,
a é ponto aderente a D.
Reciprocamente, suponhamos que a é aderente a D. Entao, por definicao de elemento aderente,

qualquer que seja o € > 0,
Be(a)ND # 0

Considere-se entéo a sucessao €, = +. Para cada inteiro positivo n ha-de existir um ponto x, € D tal que

n’

Zn € Bi(a), j4 que a é aderente a D. Obtemos assim uma sucessdo de pontos (z,) em D. Vamos agora
ver que essa sucesdo tende para a. Como, para cada n, x,, € Bi(a) entdo, para cada n, ||z, — a|| < %
Entao, dado § > 0, escollha-se um inteiro positivo N tal que % < N. Tem-se, entao, para n > N,
lon—all < < <
Tn—a —<=<e
" n N
ou seja (x,) converge para a, terminando a demonstragao. W

Corolario 3.1 Um conjunto D € fechado se, e so se, toda a sucessao convergente de termos em D
convergir para um elemento de D.

Dem. Omitida. W

10



Proposicao 3.2 Uma sucessao limitada tem pelo menos uma subsucessao convergente.
Dem. Omitida. B

Corolario 3.2 Um conjunto D € limitado e fechado se, e sd se, toda a sucessdo limitada de termos em
D tiver uma subsucessao convergente para um elemento de D.

Dem. Omitida. H

Defini¢ao 3.5 (Elemento exterior a um conjunto)

a diz-se exterior a D se for interior ao complementar de D.
Defini¢ao 3.6 (Elemento fronteiro a um conjunto)

a diz-se fronteiro a D se for, simultaneamente, aderente a D e ao complementar de D.
Voltando a importancia da Topologia no estudo das fungoes, relembramos aqui o Teorema do Valor
Intermédio em R:

Teorema 3.1 Seja f continua num intervalo fechado e limitado [a,b]. Nestas condigoes f assume todos
o0s valores entre f(a) e f(b).

Em R™ (param > 1) precisamos trocar “intervalo” por “conjunto conexo” para obter um tal resultado.
Damos de seguida a defini¢cao de conjunto conexo depois de apresentar a definicdo de conjuntos separados.

Defini¢ao 3.7 (Conjuntos Separados)

Os subconjuntos néo vazios de R™, A e B, dizem-se separados se nenhum deles contiver pontos aderentes
ao outro isto é,
ANB=1 e BNnA=10

Exercicio 3.2

(i) Se A e B sao separados entdo A e B sao disjuntos (isto é, a sua intersecgio é vazia, isto é A e B
nao tém elementos em comum)

(ii) A reciproca nao é verdadeira isto é, existem conjuntos disjuntos que nio sdo separados. Encontrar
um exemplo ( ... a figura 6 resolve parcialmente esta questao ... ).

Dois conjuntos serem separados é entao “mais forte” do que serem disjuntos. De facto, para serem
separados, dois conjuntos tém que ser disjuntos mas de tal maneira que nenhum deles “toque” a aderéncia
do outro. Um conjunto conexo é entao um conjunto que nao pode ser escrito como reuniao de dois tais
conjuntos:

Defini¢ao 3.8 (Conjunto nao conexo)

Um subconjunto de R™, X diz-se nao conexo se existirem dois conjuntos separados A e B tais que

X=AUB

4 Continuidade

A continuidade de uma funcao em R era a tradugdo em linguagem matematica da possibilidade de se
poder desenhar o grafico dessa fungao sem levantar o lapis do papel. Essa tradugao era conseguida a
custa das nogoes de distancia/vizinhanga:

fécontinuaema <2 paratodo oe >0, existe § > 0 tal que |z € Vi(a) = f(z) € Ve(f(a)) }

Como conseguimos “levar para” R™ esta nogao de distancia (e consequentemente de vizinhanga, ou bola)
entao a definicao de fungao continua num ponto sera:

11



Definigao 4.1 (Fungao continua num ponto)
f é continua num ponto a do seu dominio se, por definicao, para todo o € > 0, existir um § > 0 tal que
lz —al| <6 = ||f(z) — fla)l| <e
e note-se que estamos agora tambem a considerar func¢oes cuja imagem estd contida em RP com p > 1.
Exemplo 4.1
Considere a fun¢ao f de em R? em R? tal que, para qualquer (z1,22) € R
flz1,22) = (1,3,2)

f é entdo uma fungao constante cuja imagem é o elemento (1, 3,2) de R3. Seja entdo (a;, az) um elemento
qualquer de R?; vamos provar que f é continua nesse ponto. Seja € > 0 e vejamos o que quer dizer para
esta funcdo f , ||f(x1,22) — f(a1,a2)|] < e. Como f(x1,22) — f(a1,a2) = (1,3,2) — (1,3,2) = 0(> ¢)
- j& que a funcdo é constante - entdo qualquer que seja o & > 0, [|(z1,22) — (a1,a2)|| < ¢ implica
[|f(x1,22) — f(a1,a2)|| < e. f é portanto continua em (a1, az)

Definicao 4.2

Uma funcao diz-se continua num dominio D se for continua em qualquer ponto desse dominio D.

Voltando ao exemplo acima, como f é continua num elemento genérico de R?, entdo f é continua em
R2. Note-se tambem que uma argumentacio analoga permite mostrar a continuidade de qualquer funcéo
constante.

Exemplo 4.2

Considere a funcao g definida em R™ e com valores em R™ dada por

g1, xm) = (X1, ..., Tm) (funcdo identidade)
Tome-se um elemento qualquer de R™, (a1, ..., a,,); vamos provar que g é continua nesse ponto (provando
assim que é continua em R™). Dado € > 0 vejamos o que quer dizer para esta funcdo g , ||g(z1,...,2Zm) —
glar,...,am)|| <e. Como g é a funcdo identidade,
g1, xm) —glar, .. am) = (X1, .., Tm) — (@1, ..., am)
donde
[lg(z1, ..., 2m) — glat, ..., am)|| = (@1, s zm) — (a1, .., am)|

Entao basta tomar 6 = e:

|(x1,...,2m) — (a1,...,am)|]| < (=€) =
— g1, @m) = glar, s am)l| (= @1, 2m) = a1, am)l]) <€
provando assim que g é continua em (aq,...,a;,) e portanto em qualquer elemento de R™, ji que
(a1,...,am) é genérico em R™.
Exemplo 4.3

Considere a fungao h definida em R™ e com valores em R dada por

B wm) = (@)l (= M)

Tome-se um elemento qualquer de R™, (a1, . .., a,,); vamos provar que g é continua nesse ponto (provando
assim que é continua em R™). Dado € > 0,

B@re- s wm) = hlass s an) | = @ am)ll = (@ an)l |

12



Como vimos nas préticas, ‘||(x1,...,xm)||—||(a1,...,am)||’ <||[(z1,...,2m)—(a1,...,an)|| donde, com
6 = € vem,
|(z1,. .. xm) — (a1,...,an)|| <d(=¢) =
— [ (@1, wm) = Blarssam) | = | @ m)ll = [l a)l | <
<||[(x1y..ymm) — (a1, .- am)|] <€

e salientando s6 o que nos interessa:

(@1, ) — (a1, am)|| <8 => ‘h(xl,...,xm)—h(al,...,am) ‘ <e
provando assim que h é continua em (ai,...,a,,) e portanto em qualquer elemento de R™, ji que
(a1,...,am,) é genérico em R™.

-

Proposicao 4.1 Seja f uma funcao de dominio D contido em R™ e valores em RP, e a € D. f €
continua em a se, e s6 se, para toda a sucessio (x,) contida em D e convergente para a, a Sucessao
(f(zn)) convirja para f(a).

Dem. Seja f continua em a e seja (x,) uma sucessao convergente contida em D convergente para a. Dado
€ > 0 existe um 6 > 0 tal que, se z € D e ||z —a|| < § entdo ||f(x) — f(a)|| < e. Como (z,,) converge para
a entdo existe um inteiro positivo N tal que ||z, — a|| < § sempre que n > N. E entdo como z,, € D,
qualquer que seja o inteiro positivo n, ter-se-& tambem para n > N, ||f(z,) — f(a)|| < €, 0 que prova que

f(z,) converge para f(a).
Suponhamos agora que f nao é continua em a. Entao existe € > 0 tal que, quaquer que seja o § > 0
havera pelo menos um ponto pertencente a D satisfazendo simultdneamente:

llz —al|<e e If (@) = fla)l| =6
Fazendo ¢, = % poderd portanto escolher-se uma sucessdo de termos em D para a (como resulta da

primeira das desigualdades acima) e tal que ( f (xn)) nao converge para f(a) (resultando esta da segunda

desigualdade acima) o que termina a demonstragao. W
De forma sugestiva, embora um pouco imprecisa, pode dizer-se que a continuidade de f no ponto a
equivale a possibilidade de permutar os simbolos “f” e “lim”:

Através deste teorema e/ou de manipulagdes simples das definigdes obtém-se os seguintes resultados
(cujas demonstragoes deixamos a cargo de quem ler estas notas):

Proposigao 4.2

Sejam f e g funcoes definidas num dominio D contido em R™ e com valores em RP. Seja o uma fungao
definida em D e com valores em R. Entao, se f, g e a sdo continuas em a € D entao

e f 4 g tambem sao continuas em «a

e f.g tambem é continua em a

e af (e 1f sea(a) # 0)tambem ¢ continua em a
Se f e g assumem valores em R, entao

e fg tambem é continua em a

. g é continua em a, se g(a) # 0.

(Continuidade da funcdo composta) Seja f uma fungao definida num domimio D contido em R™ e com
valores em RP, e g uma funcao definida num dominio D’ (que contem f(D)) e com valores em RY.
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e Se [ é continua em a € D e g é continua em f(a), entdo g o f é continua em a .

Com estes resultados, a andlise da continuidade das fun¢oes dadas por expressoes fica muito facilitado
uma vez estabelecida a continuidade das seguintes fungoes:

Dado um inteiro positivo m e um i com 1 < i < m, seja p; a funcdo de dominio R™ e valores em R
dada por:

pi(xl,...,xi,...,a:m) = T;
Vamos mostrar que esta fungao é continua em qualquer ponto a = (aq,...,a;,...,an,) de R™.Vejamos o
que quer dizer aqui | p;(z1,...,Tiy. -+, Tm) — Pi(a1,...,Gi,...,an)]. Como
|pi(x17"'7xi7"'7xm) _pi(a‘la"'?aia"'?am” = |IE1‘ —a; | = (xi _a’i)g S

S\/(ml—a1)2—|—---+(xi—ai)2—|—---—|—(xm—am)Q:||(a:1,...,a:¢,...,xm)—(al,...,ai,...,am)H

Entao, dado € > 0, para se ter | p;(@1,..., 24 ..., Tm) — pi(a1,...,a;,...,am)| < €, basta tomar 6 = €
pois com |[(Z1,. .., Tiye ey Tim) — (A1, -5 Ay oo - am)]| < 0 vem
|pi(x1,...,$i,...,xm)_pi(al,...,ai,...,am” S ||(x17"'7xi7"'7xm)_(alﬂ"'7ai7"'7am)|| <6(: 6)

provando assim que p; é continua em a e sendo este um ponto genérico de R™, entao p; é continua em
R™,

Exemplo 4.4

Considere a funcao

3, .2
f(x1,22) = arctan(gcll + xf)

—a?
que esta definida no dominio D:
D = {(xlva) | -z # 0} =R? \ {(_170)7 (170)}

Esta fungao é a composta das fungoes

3.4 .2
oyt a5
g(xlw/'t?) - 1 _ x%
e
h(u) = arctan(u)
isto é

f(x1,22) = hog(x1,72)

h(u) = arctan(u) é uma fungao continua de u. Quanto a g podemos reescrevé-la:

(p1 (21, x2))3+(p2(9€17 562))2
1— (pl ((El, xg))2

g(xlﬂx2) =

Como as fungoes p; sdo continuas e a soma, produto e divisao (sempre que a func¢ao no denominador nao
se anule, como é o caso) de fungdes continuas é uma funcao continua, entdo g é uma funcao continua em
D =TR?\ {(-1,0),(1,0)}. Assim a composta f = h o g é uma fungao continua em D.

E se a fungado tomar valores em R™ com m > 17 Por exemplo, a funcao

f(r,8) = (rcos(9), rsin(6))
com as fungoes coordenadas
f1(r,0) = rcos(0), fa(r,0) = rsin(0)

definida para r > 0 e 6 € [0, 27|
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fl (T7 9)

Figure 7: Funcao f

93(7’, 97 @) —

92<Ta 07 90)

gl(rv 07 90) —

Figure 8: Funcgao g

ou a funcao
g(r,0,0) = (7" cos(0) sin(p), 7 sin(0) sin(p), r cos(ap))

com as fungoes coordenadas
g1(r, 0, ) = rcos(0) sin(yp), g2(r, 0, 0) = rsin() sin(p), g3(r, 0, 9) = rcos(p)

(qual é o dominio de ¢g?) Para isso contamos com o seguinte resultado,

-

Proposigao 4.3 Seja f uma funcdao definida num dominio D contido em R™ e com valores em RP. f ¢é
continua em a € D se, e sé se cada uma das func¢oes coordenadas for continua em a.

Dem. Omitida. W
Exercicio 4.1

As funcoes f e g acima sdo continuas?
Vamos agora ver como a topologia dos dominios afecta algumas caracteristicas das func¢ées continuas

definidas nesses dominios.

Proposigao 4.4 Seja f uma fung¢ao continua, definida em D C R™ e com walores em RP. Se D ¢é
fechado e limitado entdo f(D) tambem é fechado e limitado.
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Dem. Vamos provar que qualquer sucessao em f(D) tem pelo menos uma sucessdo convergente para um
ponto de f(D). Seja entao y,, uma subsucesao em f(D). Para cada n escolha-se um ponto z,, € D tal que
f(xn) = yn. Como D é limitado e fechado, (x,) tem pelo menos uma subsucessdo, chamemos-lhe (z4(n)),
convergente para um ponto a € D. Como f é continua em D (e portanto em a) entdo f(Za(n)) = Ya(n)
converge para o ponto f(a) o que termina a demonstragao. W

Proposigao 4.5 Seja f uma func¢do continua, definida em D C R™ e com valores em RP. Se D € conexo
entdo f(D) tambem é conexo.

Dem. Provaremos o contrareciproco, ou seja se f(D) ndo é conexo entdo D tambem nao é conexo.
Suponha-se entao que f(D) nao é_ conexo. Existem entdo dois conjuntos separados, Af e BT, isto é
AT #£ 0 # BT com ATN BT = () = Bt N Al tais que
f(D)=ATu Bt
Seja A (B, respect.) o conjunto dos pontos de D que se transformam em pontos de AT (BY, respect.)
isto é:
A={zeD|f(z) € AT} B={xeD]|f(z) € Bf}

Entdo A e B sdo nio vazios (porque f(A) = A e analogamente para B) e AU B = D. Vamos agora ver
que B B
ANB=10 BNA=10

Provaremos apenas a primeira das igualdades ja que a segunda é analoga. Seja entdo a um ponto de A
aderente a B. Entdo existe uma sucessao de pontos, (), em B que converge para a. Pela continuidade
de f, (f(zn)) converge para f(a) € AT mas como x,, € B para cada n entdo f(z,) € BT para cada

n donde o seu limite f(a) € Bf isto ¢ AT N BT # 0 o que é absurdo pois assumimos que Af e BT sdo
separados, o que termina a demonstracao. l

5 Limite

Antes de comecarmos formalmente a falar de limites, recordemos a nocao de continuidade.
Dada uma funcao f definida em D C R™ e com valores em RP, f diz-se continua em a pertencente a
D se, por definigao

para todo 0 € > 0, existe § >0 tal que ||z —a || <d=|| f(z) — f(a) || <€

Como exemplo de tais fungoes faldmos da fungao constante, da funcao identidade, da fun¢ao “norma de”,
etc. Atentemos agora ao caso da fungdo f definida em R?\ {(0,0)} e com valores em R, dada por:

22— y?
VaZ + y?

Apesar de esta funcdo néo estar definida em (0,0), tem-se:

|x2—y2| 22 + g2
[ [(@.y) | = == < == = V2* +¢?
Vi g2 TVt

[ fl,y) = 0] < Va2 +y?

e assim, dado € > 0, tomando § = € vem

V@ =02+ (@y—02=va2+y2<5=|flz,y) —0[(< V22 +y2) <e

f(may) =

de onde obtemos:

isto é,
para todo o € > 0, existe § > 0 tal que || (z,y) — (0,0) || <d=| f(z,y) — 0| <e
ou seja apesar de a fungdo nao estar definida no elemento (0,0), quando o argumento (z,y) se aproxima

de (0,0) os valores da fungao aproximam-se de 0 com o significado contido na expressao acima. Diz-se
entdo que a fungao tem limite no ponto (0,0). A defini¢do de limite é entao:
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Definigao 5.1

Seja f definida em D C R™ e com valores em RP. Diz-se que f tem limite [ € R? num ponto b € D se
para todo o € > 0, existe d >0 tal que ||z —b||<d=|| f(z) =] <e€

e denota-se

lim f(z) =1

z+—b

Exemplo 5.1

Toda a fungao f, continua num ponto a, tem limite [ = f(a) nesse ponto a.
Exemplo 5.2 (Prolongamento por continuidade)

Considere-se novamente o caso acima,

22— y?
Va2 + y2

Apesar da funcdo néo estar definida no ponto (0,0) ela tem limite nesse ponto. Podemos assim definir
uma nova fungao:

f(may) =

22 —y?

_ — se (7, 0,0
Floy) = d Vot e (z,y) # (0,0)
0, se (z,y) = (0,0)

Esta nova funcio f é igual a f onde f ja estava definida, sendo portanto al continua, e é igual a 0 em
(0,0). Mas a sua definicdo em (0,0) foi feita de tal modo que f é tambem ai continua. f diz-se entao
um prolongamento por continuidade de f ao ponto (0,0) que é um ponto aderente ao dominio de f. Em
geral,

Definicao 5.2

Seja f definida e continua em D C R™ e com valores em RP. Diz-se que f é prolongdvel por continuidade
a um ponto b pertencente a D \ D se existir o limite

lim f(z)
A funcéo
fa) = {lfir(jj;bf(x), o if
chama-se prolongamento por continuidade de f a b.
Exemplo 5.3
Consideremos agora a fungao: 2y
flz,y) = 2y

que estd definida em R? \ {(0,0)} e assume valores em R. f é claramente uma fungao continua no seu
dominio (porqué?). Serd que existe o limite de f quando (z,y) tende para (0,0)? Comecemos por notar
que ao longo do eixo dos X X, ou seja em pontos de R? \ {(0,0)} da forma (z,0) se tem:

f(z,0)=1
ao passo que ao longo do eixo dos Y'Y, isto é, em pontos de R? \ {(0,0)} da forma (0,y) se tem
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Entao num vizinhanga de (0,0) tdo pequena quanto se queira, a fungdo f assume valores tao distantes
entre si como 1 e —1. Em particular, se existe o limite indicado (chamemos-lhe 1), entdo, com € = 1 e
para qualquer 6 > 0 tem-se || (%,0) —(0,0)]] < dell(0, %) —(0,0) || < 4, donde

0

2= £(5,0) = 7(0.5) | = (7(3,0) - 1) - (40

5 é)—l)|<|(f(g,O)—z)|+|(f(o,g)—z)|<1+1:2

2
ou seja 2 < 2 o que é absurdo. Entao o referido limite nao existe.

Registemos aqui alguns resultados analogos a resultados que ja vimos aquando do estudo da con-
tinuidade.

Proposicao 5.1 Seja f uma funcdo de dominio D contido em R™ e valores em RP, eb € D. limg, . f(7) =
l se, e s se, para toda a sucessdo (x,) contida em D e convergente para b, a sucessdo (f(xn)) convirja
para 1.

|

Proposicao 5.2 Seja f uma fungdo de dominio D contido em R™ e valores em RP, eb € D. Designemos
por f; a j-ésima fungao coordenada de f e sejal = (l1,...,1,) um elemento de RP. lim,, .;, f(z) =1 se,
e s6 se, limg, .y fj(x) =1 (para todo o j=1,...,m).

|

A semelhanca do que acontecia com a continuidade, a existéncia de limite num ponto para duas
fungoes comunica-se a certas fungoes obtidas dessas:

Proposigao 5.3

Sejam f e g fungoes definidas num dominio D contido em R™ e com valores em RP. Seja o uma fungao
definida em D e com valores em R. Entao, se f, g e « tém limite em b € D entao tambem tém limite, no
ponto b, as funcoes:

o f+g com limgp(f(z) £ g) = limgep (f(2)) * limap (9())
o || I com limgp || f(2) || = || limgsp f(2) ||
e f-gcom limg . (f(x) ~g) = limg, .p (f(m)) - limg,p (g(x)

e af (el fsea(a)#0,respect.) com limg,,(af)(z) = limg .y () limgp, f(2) (com limg, .y g(x) =
limg, .p f(z)

i, p a(a) respect. )

(Limite da func¢ao composta) Seja f uma fungao definida num domiinio D contido em R™ e com valores
em RP, g uma func¢ao definida num dominio D’ (que contem f(D)) e com valores em R?, [; € R?P e
Iy € RY.

e Se limg . f(x) =11 e limg;, g(x) = lo entdo limr._,bg(f(x)) = Iy = limg, g(x).
Exemplo 5.4

Atendendo a que
22— o2

. -y
lim —Z—=0
(z,9)—(0,0) /22 + 32

lim sec(u) =1

u—0

e que

tem-se

2?2 —y?
lim sec| ——=—]=1
(2,y)—(0,0) Va? + y?
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5.1 Limites Direccionais

Os limites direccionais sao limites que se tomam ao longo de uma recta passando pelo ponto em que se
esté a calcular o limite.

Definigao 5.3 (Limite Direccional)

O limite direccional segundo a direc¢ao v da fungao f no ponto a é:

}er(l) fla+tv)
Exemplo 5.5
Considere-se a fungao
Fz,y) = —2

Pretendemos calcular o limite desta funcao no ponto (0,0) ao longo de uma direc¢ao v cujo declive é m.
Por outras palavras pretendemos calcular o limite quando (z,y) — (0,0) ao longo do conjunto

An={@y)ly=ma e z+0}

Tem-se entao:

Ty . T -mx x2-m m

(2,y)(0,0) T2 + 32
(z,y)EAmM

= lim —— ™
om0+ 72 (max)?

= lim =
z—0+ 22(14+m2) 14+ m?

Verificamos entao que para cada inclinagao m ter-se-a um limite distinto. Esta funcao nao tem, portanto,
limite no ponto (0,0). Este resultado permite-nos desde ja realgar um aspecto importante dos limites
direccionais: eles podem ser tteis na prova de que um certo limite nao existe, como o exemplo atras
ilustra.

Serd que por outro lado, sempre que todos os limites direccionais existam e sejam iguais, entao a
fungao tem limite no ponto em estudo?

Exercicio 5.1

Estude os limites em (0, 1) das seguintes fungdes de R? em R:

1.
1, sex#0ey=a>
f(z) = _ 2
0, sex=0o0uy#ux
2. )
__TYy
f(x)_$4+y2

6 Diferenciabilidade

6.1 Introdugao

A diferenciabilidade de uma funcdo é uma questao local, isto é, tem a ver com o que se passa numa
vizinhanca de um ponto.

Recordemos alguns aspectos da diferenciabilidade em R:

Quao depressa varia a funcao “junto” a um ponto a?

Medimos esta grandeza através do quociente

flath) = fla) _ flath) - fla)

a+h—a h

dito razao incremental, isto é o quociente de quanto a funcdo varia sobre quanto o argumento varia no
intervalo [a,a + h]. Obtemos assim uma grandeza cujas dimensdes sdo as dimensoes da funcao f sobre
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as dimensoes do argumento. Exemplo: velocidade “=” espaco percorrido sobre tempo decorrido: metros
por segundo ou algo equivalente, km por hora, milhas por hora, etc. Mas o que nos interessa é o que se
passa sobre o ponto a. Consideramos entao a razao incremental para intervalos [a,a + h] com h cada vez
mais pequeno, ou seja tomamos o limite quando h tende para zero. Se este limite existe, isto é, se existe

i J@+h) = f(a)

hi—0 h

dizemos que a funcao f tem derivada no ponto a com o valor

Fla) — tim L0 = @

h—0 h

e este valor é entao a medida de quao depressa a fungao varia sobre o ponto a.

Graficamente o que é que isto quer dizer?

O facto de a fungao f ser diferencidvel num ponto a quer dizer que podemos associar uma recta
tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) - cujo declive vai ser precisamente f'(a).

Aproximar a fungdo f diferencidvel no ponto a por outras fungoes mais simples:

Se, dada uma funcao f, se conhecer exactamente o seu valor num ponto a assim como o valor das
suas derivadas, mas sé nesse ponto, serd possivel aproxima-la por uma funcao mais simples, mais facil de
trabalhar?

Exemplo 6.1

Por exemplo, a fungao

f(z) = sin(x)
cujo valor no ponto z = & é bem conhecido assim como o das suas derivadas - embora numa pequena
vizinhanga de z = § nao saibamos o valor exacto desta fungao. Poderiamos aproximé-la junto a z = ¢
pela funcao

g9(z) = %

mas a aproximacao seria melhor se se usasse a fungao
1 V3 ™

h(z) = §+7(m—g)

De um modo geral, se uma funcao f é diferencidvel num ponto a, entdao, como vimos no final do
capitulo sobre férmula de Taylor:

) = im ZOEN T o m)— (@) = (@)t olh)
onde o(h) é uma fungao que satisfaz:
lim @ =0
h—0 h

coloquialmente dizemos que o(h) é uma funcao que tende mais depressa para zero do que h quando h — 0.
Entao o facto de f ser diferencidvel em a exprime tambem o facto de f ser “bem” aproximada por uma
constante mais uma funcgao linear no afastamento h em relacao ao ponto aonde os valores da f e da sua
derivada s@ao conhecidos. Por outras palavras, a diferenca

fla+h) = f(a)

é bem aproximada por
f'(a)-h
que é uma aplicacao linear em h.
Recordemos aqui que uma aplicagao linear, L, (tambem conhecida por transformagao linear) é uma
funcao entre espacos lineares, V7, V2 (tambem conhecidos por espagos vectoriais),

L:Vi — TV,
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satisfazendo
L(u+w) = L(u) + L(w) e L(au) = aL(u) para todos os u,w € V1, e € R

Como sabemos da Algebra Linear, uma aplicagdo linear, L, fica univocamente representada por uma
matriz desde que se fixem bases nos espacos lineares Vi e V5.0s espacos lineares que nos vao interessar
de seguida sdo os R™ juntamente com as bases ditas candnicas, cujos elementos sdo:

e1 =(1,0,0,...,0), e3=1(0,1,0,...,0), ... ,em=1(0,0,0,...,1)
Em particular, as transformacoes lineares de R em R tém a forma
T(z) =cx

onde ¢ é uma constante.

O que é entao a diferenciabilidade em R™?

Se a funcio em estudo, f, tem por dominio um subconjunto de R™ entdo NAO faz sentido escrever
w porque h € R™ e a divisdo NAO estd definida em R™, logo tambem nao fard sentido tomar
o limite daquela razao incremental quando o h tende para zero. No entanto como vimos atras, ha uma
condigdo equivalente & existéncia desse limite que é existir uma aplicagdo linear, f’(a), e uma funcao que
tende para zero mais depressa que h quando h tende para zero que tornam verdadeira a igualdade:

o(lh)
|h|

fla+h)= f(a)+ f'(a) - b+ o(|h]), em que 0, quando h — 0

Definimos, entao, diferenciabilidade em R™
Definigao 6.1 (Diferenciabilidade)

Seja f definida em D C R™ e com valores em RP. Diz-se que f é diferencidvel em a € D se existir uma
aplicagao linear L, e uma funcao o(||h||) quando h +— 0 para as quais se tem:

o([[A])

fla+h) = f(a) + La(h) + o(||hl]), ]

— (0,0,...,0), quando ||h|| — 0
—_——

p zeros

A aplicacao linear L, chama-se aplicacdo linear derivada de f em a que tambem se costuma denotar
por

f'(a)
Exemplo 6.2

1. Funcao identidade:
f:R™ — R™

tal que f(x) = z, para todo o x € R™. Vamos mostrar que esta fungao é diferencidvel num ponto a € R™,
tentando escrever a diferenga f(a+ h) — f(a) & custa de uma aplicagao linear calculada em h € R™ mais
um o pequeno de ||h||:

fla+h)—fla)=a+h—a=h=(h1,...,hp) ="

onde os h;’s sao as coordenadas de h na base candnica de R™,

1 0 ... 0

01 ... ol (M
...:(hl,...,hm)+(0,...70): . . . . : +(0770)

0 0 1 hm
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Entao, L, é representada, na base candnica, pela matriz

10 ... 0
01 ... 0
00 ... 1
e a funcao o(]|h|]) é a funcdo constante (0,0, ...,0). De facto,
(0,0,...,0) 0 0 0
=\ a0 :(0,0,,0) = (0,0,,0)
IRl (llhll 1A ||h||) 1110

Assim, obtivémos
fla+h)= f(a)+ La(h) + o([|A]])

onde L, é, fixadas a base candénica em R™, representada pela matriz

10 ... 0
01 ... 0
0 0 ... 1

o(||r])) = (0,0,...,0)

Entao, a fungao identidade f(z) = = é diferencidvel em qualquer ponto a de R™ sendo a aplicagao linear
derivada nesse ponto a representada pela matriz acima (matriz identidade) fixada a base candnica em
R™.

2. Fungao constante. Seja b = (b1,...,bp) um elemento de R e considere-se a funcao
g:R™ — RP
dada por
g(x) =0
Vamos averiguar se g é diferencidvel num ponto a € R™. Seja entdo h € R™. Tem-se:
00 ... 0
00 ... oM
g(a+h)—g(a) =b-b=(0,0,...,0) = (0,0,...,0)+(0,0,...,0)=| . . . ) : 1+(0,0,...,0)
R L —_—
p zeros p zeros p zeros 00 .. 0 m p zeros

(onde a matriz acima é a matriz cujas entradas sao todas nulas) e portanto conseguimos obter
gla+h) = g(a) + La(h) + o([|A]])

e portanto g é diferencidvel em a. Como a é um ponto qualquer de R™, entao g é diferencidvel em qualquer
ponto a em R™ sendo a aplicagao linear derivada nesse ponto a representada pela matriz identicamente
nula, fixadas as bases candnicas em R™ e RP.
3. Funcgoes "projec¢ao. Dado ¢ tal que 1 < i < m, considere-se a func¢ao:
pi :R™ — R
dada por
pi(T1,. . Tm) =

Dado um ponto a em R™ e h em R™, tem-se:
pila+h) —pi(a) = pi(ar + h1,...,am + hy) —pilar) = a; + hi —a; = h; =
hy

=(0 0o .0 "o .. 0) c | +0
hm
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que, com consideracoes analogas as dos exercicios anteriores nos leva a concluir que p; é uma funcao
diferencidvel em qualquer ponto a de R™, sendo a aplicacao linear derivada em cada ponto a representada
3

pela matriz
(0o .. 0 ™™ 0 ... 0

fixadas as bases canénicas em R" e em R.
4. Considere-se
f:R? —R

dada por
fxy) = a® +y°

Dado um ponto (a1,az) em R? e (hy, hy) em R?, tem-se:
f((a1,a2) + (h1,h2)) — f((a1,a2)) = f((a1 + h1,a2 + he)) — f((a1,a2)) =
= (a1 +h1)? + (a2 + h2)? — (af + a3) = ai + 2a1hy + hT + a3 + 2a0hs + h3 — af — a3 =

hg+ﬁ+@

=2a1h1 + h% + 2ashg + h% = 2a1h1 + 2a2hs + h% + hZ = (2&1 2&2) <h
2

e argumentando como atrds sé nos falta ver que h? + h3 é um o-pequeno de h quando ||h|| tende para

Zero:
h? + h3 h? + h3
= 2\/h2—|-h2= hl| — 0
[[7]] NEED te ||||nhueo

e portanto f é diferencidvel em qualquer (a;,a2) em R?, sendo a aplicacio linear derivada num tal ponto
(a1, az) representada pela matriz

(2@1 2@2)

fixadas as bases candnicas em R2 e R. Note-se que este é o primeiro destes quatro exemplos em que
a aplicagao linear derivada varia de ponto para ponto; nos primeiros trés exemplos a aplicacao linear
derivada era constante, era sempre a mesma independentemente do ponto onde estivesse a ser calculada.

Proposigcao 6.1 Seja f definida em D C R™ e com valores em RP. f ¢é diferencidvel em a € D se, e so
se, cada uma das suas funcoes coordenadas for diferencidvel em a.

Dem. Omitida. W

6.2 Derivadas direccionais; derivadas parciais

Seja f definida em D C R™ e com valores em R, seja a um ponto de D e seja v um vector de R™.
Definigao 6.2 (Derivada de f em a segundo v)

Se existir o limite:
L flat o)~ fa)
t—0 t

designa-se por derivada de f em a segundo v e denota-se:

of

Duf(@) ou filw) ou 2

(a)
Se v na definicdo acima for um vector unitério, isto é ||v|| = 1, ent@o a derivada de f em a segundo v
chama-se derivada direccional de f em a, na direcgao e sentido de v. A derivada direccional pode

interpretar-se como uma ”taxa média de variagao de f por unidade de comprimento.

Exemplo 6.3
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Considere-se a fungao
flzy) =2y

e calculemos a derivada de f em (a,b) segundo um vector v = (v, 3). Tem-se:

f((a‘a b) + t(Oé, ﬂ)) - f((a‘a b))

 lim (a+ta)?(b+1tB) —ah

D(a,ﬁ)f(av b) = }}_}I%

t t—0 t
. (a? + 2tac + t2a?) (b + t3) — a®b . a?b + 2taba + bt2a? + a*t3 + 2t%aBa + bt3Ba? — a?b
= lim = lim =
t—0 t t—0 4
2taba + bt2a? + at + 2t bt3 B’
:tin(l) aba + bt?a? + a f—k afBa + bt fa :2aba+a2ﬁ+}in(1)(bta2+2taﬂa+bt2ﬂa2):
= 2aba + a*f3

Em particular, fazendo v = (1,0) e depois v = (0, 1), obtemos as derivadas direccionais segundo os eixos
dos XX e dos YY:

D0y f(a,b) = 2ab-1+a?-0 = 2ab D) f(a,b) = 2ab-0+a’ -1 =a?

As derivadas direcionais segundo os vectores unitarios na direccao e sentido dos eixos, tém um nome
especial; chamam-se derivadas parciais segundo o eixo em questao:

Definigao 6.3 (Derivadas parciais de f em a) A deriwada direccional de f em a sequndo o vector
unitdario na direccao e sentido do i-ésimo eixo coordenado chama-se “derivada parcial de f em a em
ordem a xz;. A notacao €:

of

9, (@)

e, por defini¢cao:
fla+te;) — f(a)

t—0 t

onde e; = (0,0,...,0, 1 ,0,...,0)
Exemplo 6.4

1. Consideremos a fungao
f(z,y) = 2® + sin(ay)
Calcular

8_(a7 b)

corresponde a considerar a fungao
p(a) = f(x,b) = * + sin(ba)

averiguar se esta funcao de z é diferenciavel, em caso afirmativo, derivé-la em ordem ao x e calcular para
T = a:

¢'(z) = 2z + beos(bx)

donde of
%(a, b) = 2a + bcos(ba)
Analogamente,
of B
8—y(a, b) = acos(ba)

2. Considere-se a fungao
f(r,0) = (rcos(9),rsin(6))
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portanto com as fungoes coordenadas

f1(r,0) = rcos(6), e fa(r,0) = rsin(6)

Tem-se: of af
1 oh _
o cos(0) 50 rsin(6)
of, ofs
o sin(6) 0 = r cos(0)

6.3 Implicacoes da diferenciabilidade; conexao com as derivadas direccionais
Recordemos que se f é diferencidvel em a isso quer dizer que existe uma aplicagao linear L, tal que
fla+h) = f(a) + La(h) + o(]|hl])

Proposicao 6.2 Se f € diferencidvel em a, entao

e f ¢ continua em a;

e para todo o v em R™\ {(0,...,0)}, existe D, f(a).
Dem. Sendo f diferencidvel em a, entdo existe uma aplicagao linear L, tal que

fla+h) = f(a)+ Lo(h) + o(||R]]) quando ||h|| tende para zero

e tomando limites quando ||h|| — 0 obtem-se:

Jim flatn) = i (f0) + La(®) +o(lRI)) = (@) + T (La(b) +o(lRID) = -

. porque uma aplicacao linear é continua em qualquer ponto e aplica o vector de coordenadas todas
nulas no vector de coordenadas todas nulas ...

o=@+ i (ofk]) = f(a)
.. em consequéncia da defini¢ao de o(||h||), e portanto, f é continua em a.
Seja agora v em R™ \ {(0,...,0)}; tem-se:
fla+tv) = f(a) = La(tv) + o([[tv]]) = ...
trocando h por tv na expressao de diferenciabilidade, e

o([[t]])

= tLa(U) +t||’U|| t||’U||

porque L, é uma aplicagao linear, donde:

o Jlat ) = 1(a)
t—0 t

o([[t]])

vl

o([[tv]])

vl

:1%<mwwuwn >=Lam+gywn — Lu(v)

por defini¢cao de o-pequeno. Portanto

e, portanto, existe. B

Corolario 6.1 Dada f definida em D C R™ e com valores em RP se f € diferencidvel em a € D entdo
a aplicagao linear L, € unica. Fixadas as bases candnicas em R™ e RP, L, € representada pela matriz:

] o ]
mo e - 5l
M({ _ a—mi(a) a—mz(a) e ari (a)
. .
2(0) @) ... F(a)
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Dem. Se f ¢é diferencidvel em a entdo D, f(a) existe e

La(“) = va(a‘)

logo L, ¢ tnica. Fixadas as bases candnicas {e1,...,en} e {e1,...,ep}, a matriz que representa L, tem
por colunas
of
De, f1 (a) g?t (a)
De, f2(a) azi (a)
La(ei) = = .
De, fp(a) 2 (a)
|
Observagao 6.1
1. A matriz o7 of of
T By T
Mg_ _ 8—;(0/) 8—002(@) e 8$fn (Cl)
- - C
ea) Sa) ... 2

chama-se a matriz jacobiana ou simplesmente jacobiana de f no ponto a.
2. No caso p = 1, em que a matriz jacobiana se reduz a uma linha, esta é conhecida por gradiente

com a seguinte notagao:
_[9f of
Vf(a)= <5—x1(a),---,%(a)>

Observagao 6.2

A matriz jacobiana de f em a é a matriz cujas entradas sdo as derivadas parciais de f em a na maneira
acima explicitada. Se f é diferenciavel em a entdo o cédlculo das derivadas de f em a segundo uma
direccao v fica muito simplificado pois, pela Proposigao 6.2, esse valor é dado pelo célculo da aplicagao
linear derivada em a no vector v, ou seja, fixadas as bases candnicas, pelo produto matricial da jacobiana
de f em a pelo vector coluna v. Escusa-se assim de ter que usar a definicao de derivada segundo uma
direcgao v que implicaria ter de calcular um limite que, como ja é da nossa experiéncia, pode ser bastante
complicado.

6.4 Outras implicagoes da diferenciabilidade
Proposigao 6.3 Seja f e g fungdes definidas em D C R™ e com valores em RP.

e Se f e g sdo diferencidveis em a € D entdo f+ g tambem € diferencidvel em a e a matriz jacobiana
f+g ema € a soma das jacobianas de f e de g no ponto a

e Se «a é um niumero real, entdo af € diferencidvel no ponto a e a jacobiana de af no ponto a obtem-se
da jacobiana de f no ponto a multiplicando todas as entradas desta por «.

Dem. Sejam f e g nas condig¢oes da proposicao. Tem-se:

fla+h) = f(a)+ f'(a)(h) + o(|[Al])
gla+h) = g(a) + g'(a)(h) + o(|[Al])

e somando ordenadamente obtemos,

(f +9)(a+h)=(f+9)(a)+ f(a)(h) + g'(a)(h) + o(|[1]]) + o([[n]) = (f + g)(a) + La(h) + o(|[Rl])
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ja que a soma de o-pequenos é outra vez um o-pequeno e a soma de aplicacoes lineares é outra vez uma

aplicagdo linear. Assim
f'(a)(h) +g'(a)(h) = La(h) = (f + 9)'(a)(h)

e portanto f + g é diferencidvel em a e a sua jacobiana é a soma das jacobianas de f e de g em a.
Seja agora o um numero real. Se f é diferencidvel em a,

fla+h) = f(a) + f'(a)(h) + of|[R])
e multiplicando ambos os lados por «,
af(a+h) = af(a)+af'(a)(h) + ao(||h]])
ou seja
(@f)(a+h) = (af)(a) + af'(a)(h) + of||A]])
ja que o-pequeno multiplicado por constante é outra vez um o-pequeno. Tambem porque aplicacao linear

multiplicada por constante é outra vez uma aplicagdo linear entdo (af) é diferencidvel em a e a sua
jacobiana obtem-se da jacobiana de f em a multiplicando todos os elementos de matriz desta por . B

Proposigcao 6.4 Seja g uma funcao definida em D C R™, com valores em RP, diferencidvel em a € D
e seja f uma funcgdao definidas em g(D) C E C RP, com valores em RY e diferencidvel em g(a) =b € E.
Entao f o g € diferencidvel em a e

(fog)(a) = f'(9(a)) o g'(a)

Dem. Omitida B
Decorre deste resultado que as jacobianas destas fungoes se relacionam da seguinte forma:

M9 = M) MY
g(a)
e explicitando algumas entradas destas matrizes:
I(fo I(fo O(fo
M) 2Ra) .. 2R
i | @ 2@ SRR |
(fog)p( ) 2o (o) 20, (4
Oz Oz 0T
d 3 3
gTﬁ(Q(@) g.—f;;(g(a)) g._fjl(g(a)) %9 (a) 9% (a) ()
L) Lo@) - Lo || Bw Ew . HEw
e (g(a) Gz lof g \32@) 3@ .. )
g, \9 dys \9 a)) dyp (9(a)) Oz, o 0T m,
Em particular, para cada ¢ em {1,2,...,¢} e para cada j em {1,2,...,m}, tem-se
a(f Z 3fz 3gk( )
ax] Byk axj

Proposigao 6.5 Sejam f e g fungées reais, isto €, definidas num dominio D C R™ e com valores em
R. Se f e g sao diferencidveis em a € D entao o produto fg tambem é diferencidvel em a e

(f9)'(a) = g(a)f'(a) + f(a)g'(a)
Dem. Omitida l

Corolario 6.2 Se, além disso, g(a) # 0, entdo g tambem ¢é diferencidvel em a e

<i>’ _ 9(@)f'(a) — f(a)g'(a)
9 (9(a))®
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Dem. Omitida W
Exemplo 6.5
Seja f definida em R? \ {(1,0)} dada por

Ja,y) = (27, %)

f é diferencidvel se e s6 se as suas fungoes coordenadas forem diferenciaveis.

filz,y) = 2oty — (h2 o hl)(x, Y)

Consideremos: )
hi(z,y) = 2z +y* = 2p1(z,y) + (p2(z,9))

Como as fungoes projeccao sao fungoes diferencidveis e somas e produtos de fungoes reais diferenciaveis
sao fungoes diferenciaveis, entao h; é uma funcao diferenciavel no seu dominio. Consideremos agora

ha(z) = e*

que é uma fungao diferencidvel (cf. Andlise Matemadtica I). Como a composta de fungoes diferencidveis é
uma funcao diferenciavel, entao f; = hg o h; é uma fungao diferencidvel. Consideremos agora a segunda
funcao coordenada:

(o)1)’
) B (m_ 1)2 _ P, y) —
L@y) = o p (@) 1) + pale)?

Novamente, as fungoes projeccao sao diferencidveis. Produtos de fungoes reais diferencidveis sao funcoes
diferencidveis; somas de funcgoes diferencidveis sao fungoes diferencidveis. Logo o numerador e o de-
nominador da fraccdo em questao sao fungoes diferencidaveis. Finalmente, o quociente de funcGes reais
diferencidveis é diferencidavel em todos os pontos onde o denominador nao se anula. Entao fo é uma
funcao diferencidvel no seu dominio. Finalmente, f é diferencidvel no seu dominio porque as suas fungoes
coordenadas sao fungoes diferenciaveis.

6.5 Um critério de diferenciabilidade

O facto de existirem as derivadas parciais de uma fungdo num ponto nao significa que ela seja diferenciavel
nesse ponto:

Exemplo 6.6

Considere-se

1, sex#0ey=az?
f(x7y): 2
0, sex=0o0uy+#x

As derivadas parciais em (0,0) sdo:

of _ _ . f((0,0) +£(1,0)) - f(0,0) .. f((£0)—-0 .. 0 _

92 »0) = Paol0.0)=in : IR T
e

of _ _ . Sf((0,0) +£(0,1)) = f(0,0) .. f((0,£)) -0 .. 0 _

ay %0 = Pon (0,00 = iy ! ST T
mas f nao é continua em (0,0) pois

lim z,y) =0 enquanto que lim z,y)=1
(z7y)y:>0(0’0)f (z,y) q q i gO70)f (z,y)

y=zx

e se uma funcdo nao é continua num ponto entdo tambem nao é diferencidvel nesse ponto (6.2).
No entanto:
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Proposigao 6.6 Seja f definida em D C R™ e com valores em RP e a € D. Se para todo o i em
{1,...,m} e para todo o j em {1,...,p}, as fungoes

df;
8xi

forem continuas em a entdo [ € diferencidvel em a.

Dem. Omitida. W

Assim uma maneira alternativa de averiguarmos se uma fungao é diferencidvel num ponto a é verifi-
carmos se as derivadas parciais sao fungoes continuas nesse ponto a.

Exemplo 6.7

Considere-se a fungao:
f(a,y) = (2° cos(y), y* sin(x))

que tem por fungdes coordenadas as fungoes:

filz,y) =a’cos(y), e falz,y) =y’ sin(z)
As derivadas parciais sdo:
% = 2z cos(y); 86—];1 = —z%sin(y)
% = y? cos(z); %—];2 = 2ysin(v)

As derivadas parciais sdo entao fungoes continuas (porqué?) de (z,y), logo f é uma funcio diferencidvel
em qualquer (z,y) de R2.

Como estas fungoes derivadas parciais sao diferencidveis (porqué?) podemos calcular as suas derivadas
parciais. Calculemos, entao, as derivadas parciais de af L e de af L:

%g;f; (,y) = or (%il)(x,y) = %(QCC cos(y)) = 2cos(y)
ié; (z,y) == 9z (%fyl)(fc y) = (%(—xQ sin(y)) = —2z sin(y)

82 0 ) .
3y£1x (z.9) = 8y( ajoccl)(x’w = gy (2w cos(y)) = ~2usin(y)

0? 0 9 2 2
5o @0) = 5 (G @) = (= sinly) = —a* cosly)

Note- a; (x,y) = gyglw (x,y). Serd que sempre acontece?

Proposicao 6.7 (Schwartz) Seja f definida em D C R™ e com valores em RP ea € D. Se as derivadas
parciais de 2a. ordem de f forem func¢oes continuas em a entdo
> fi > fi
a) = a
Ox;0xy, O0x0x;

Dem. Omitida W
7 Aspectos geométricos da diferenciabilidade

Nesta seccao abordaremos alguma geometria associada ao facto de uma funcao ser diferenciavel num
ponto. Comegamos por estabelecer alguns resultados auxiliares.
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7.1 Recta perpendicular a uma direccao e passando por um ponto;
plano perpendicular a uma direcgao e passando por um ponto.

7.1.1 Recta perpendicular a uma direcgao e passando por um ponto.

Em R2, a recta perpendicular ao vector de coordenadas (v1, v2) e passando pelo ponto (9, 29) é o conjunto

de pontos de coordenadas (z1,z2) tais que os vectores

(1 — 2%, 20 — 29) e (v1,v2)

s@o ortogonais (ver Figura 9: Isto equivale a exigir que o produto interno destes dois vectores seja nulo:

(U17 vQ)

Figure 9: Recta perpendicular ao vector (v1,v2) e passando pelo ponto (z9,x9)

(z1 — 29, 29 — 29) - (v1,v2) =0
que podemos tambem escrever na forma:
(z1 — 2oy + (22 — 29)v2 =0

(% v
1 0 1 0
Tog = ——x1 + Ty + — T

(%) (%)

7.1.2 Plano perpendicular a uma direccao e passando por um ponto.

Em R3, o plano perpendicular ao vector de coordenadas (v, v2,vs) e passando pelo ponto (29,29, 29) é
o conjunto de pontos de coordenadas (x1,x2,x3) tais que os vectores

(x1 —x?,xg —xg,acg —xg) e (v1,v2,v3)
s@o ortogonais (ver Figura 10. Isto equivale a exigir que o produto interno destes dois vectores seja nulo:
(x1 — 2,20 — 29,23 — 29) - (v1,v9,v3) =0
que podemos tambem escrever na forma:
(1 — 201 + (22 — 29)vg + (23 — a:g)vg =0

ou
U1 V2 o, V1t o V2 ¢
T3 =——x1 — —T2+ T3+ —T] + —2y
U3 U3 U3 U3
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(Ula Vg, U3)

Figure 10: Plano perpendicular ao vector (v, ve,v3) e passando pelo ponto (9,29, 23)

7.1.3 Hiperplano perpendicular a uma direccao e passando por um ponto.

Repetindo a abordagem atras feita, fica claro que, em R™, se define o hiperplano ortogonal a uma direccao
V1,02, . .., Uy € passando por um ponto (29, 23,...,2% ) como o conjunto dos pontos (w1, 2, ...xm) tal
que

(1 — 2% 20 — 29, sz — 20) - (v1,02,. .., Um) =0

que podemos tambem escrever na forma:
(x1 — 2wy + (z2 — 2Q)vg + -+ + (T — 20V = 0

ou v v v v
1 2 m—1 0 1

Ty = ——T1 — — X — -+ — Tm—1+ X, +—
m vm vm Um

Um—-1 ¢

0
LTm—1

v
Of Zal 4+
U

m

7.2 Funcoes diferenciaveis, gradiente e hipersuperficies de nivel

Seja f uma fungao real diferencidvel num ponto a interior ao seu dominio. Qual a direccao em que nos
devemos afastar de a de modo a, localmente, sentirmos a maior variagao de f?7 Ou seja qual é o vector
unitario v que maximiza o médulo da derivada direccional de f em a? J& que f é diferenicidvel em a
tem-se:

|Dy f(a)] = [V f(a) - v| = [V f(a)[| [[]|] cos (Vf(a),v>| = [IVf(a)ll| cos <Vf(a)7v)|

—

onde | Vf(a),v | representa o menor angulo entre Vf(a) e v. Como o valor méximo de |cosa| ocorre

para a = 0 + 2k7, entao, maximizar esta derivada direccional equivale a tomar v unitario na direcgao de
gradiente de f em a
_ V/(a)

V= ——7

IV f(a)ll

Por outro lado, em que direcgao nos deveriamos afastar de a de modo a, localmente, nao sentirmos
variagao de f? Desta vez, pretendemos anular a derivada direccional, donde,

—

0= [Duf(@)] = = |V f(a)]]| cos (Vf<a>,v)|

donde, devemos tomar aqui, v ortogonal a V f(a).
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Suponhamos entao que a nossa funcao f é diferencidvel num certo dominio, D, e que nesse dominio
noés pretendemos encontrar os pontos a juntamente com a direcgao e sentido v, ao longo do qual nos
devemos afastar de a de forma a, localmente, ndo sentirmos variacdo de f. A equagdo que pretendemos
resolver aqui é

cos (V?(-c; v) =0

A resolugao desta equagao da-nos, mais uma vez, os pontos a onde a funcao é diferencidvel juntamente
com o vector unitario v, ao longo do qual nos devemos afastar de a de modo a nao sentirmos, localmente,
variacio de f. Se o dominio de f estd contido em R?, as linhas que unem esses pontos a e que, em
cada um desses pontos a, sdo tangentes aos v, chamam-se linhas de nivel de a. A restri¢do de f a uma
dessas linhas origina uma funco constante. Se o dominio de f est4 contido em R? obtemos as chamadas
superficies de nivel. Se o dominio de f estd contido em R™ obtemos as chamadas hipersuperficies de
nivel.

Note-se que em cada uma destas hipersuperficies de nivel, o gradiente de f em a é
ortogonal a esta hipersuperficie em a.

Exercicio 7.1

Quais sao as linhas de nivel da fungao f(z,y) = 22 4 y??
E da fungéo g(z,y) = m?

7.3 Hiperplano tangente e direcgao ortogonal ao grafico de uma funcao f
num ponto a, f(a)

Comecemos por considerar uma funcao f definida num dominio D contido em R? e com valores em R.
Suponhamos ainda que f é diferencidvel num ponto (zg,yo) do interior de D. Na figura 11 esbo¢amos
uma tal situacao introduzindo tambem uma porcao do plano tangente ao grafico de f assim como um
vector ortogonal ao gréfico de f no ponto (xo,yo, f(xo,y0)). O gréfico de f é formado pelos pontos
(z,y,z) onde z = f(z,y). Assim podemos considerar a funcdo g(x,y,z) = f(x,y) — z e desta maneira o
grafico de f passa a ser a superficie de nivel da funcao g onde esta assume o valor constatnte zero. Entao,
a direcc¢ao ortogonal ao grafico de f no ponto de (xo,yo, f(xo,y0)) é o gradiente da fungdo g no ponto

(20, Y0, f(20,Y0)):

0 0 0
Vg(zo,yo, f(w0,%0)) = <5—i($07y0, f(x0,%0)) 5—5(%7:90, f(x0,%0)) Ki(xo,yovf(xoayo)%) =

= <%($0,y0),g—£($0,y0)7—17>

Assim, o plano tangente ao grafico de f no ponto (xo,yo, f(xo,¥0)) é,de acordo com os resultados de
uma subsecgao anterior,

z = f(wo,y0) + (z — xo)%(l’o,yo) +(y — yo)g—z(%,yo)

Analogamente, se f estd definida num dominio D contido em R™ e ¢ diferenciavel em (29,29, ..., 2%)
pertencente ao interior de D, entdo, a direcgdo ortogonal ao grafico de f no ponto (29, 29,...,2% , (29,29, ...
¢é dada por:

Of o 0 oy 9F o o 0 Of o0 0 0
— (27,9, ., Xy ), — (X7, X5 ey T )y, —— (X7, X0y, Ty ), — 1,
(S (ahadab) g @l ab). o gt ot
e o hiperplano tangente ao gréfico de f no ponto (29, 29,...,29), f(29,29,...,29))) é dado pela expressio:
of of
0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0
Tt = f(27,29,...,2,,) + (x1 — xl)%(xl,x% cons )+ (T2 — xQ)a—y(xl,xQ, ces Tp)
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(0, %0)

X

Figure 11: Plano tangente ao grafico de f e vector ortogonal ao grafico de f no ponto (xo,yo, (20, ¥0))

8 Foérmula de Taylor

Seja f uma funcao real, isto é, f definida em D C R™ e com valores em R e a um ponto interior a D onde
existem todas as derivadas parciais de f até uma certa ordem [. Se | = 2 podemos escrever (porqué?):

fla+h) = f(a)+ (h-V)f(a)+o|h]])
em que encaramos
(h-9)(a)
como a funcao que resulta da operagao (h . V) em f, posteriormente calculada em a. Vejamos entao mais
explicitamente o que ¢ essa operagao de (h- V) em f quando m = 2:
0 0 af af
_ (L 2 =L =
(h-V)f = (b1 h) (‘% ay) = (hla +h25y) (hla +h23y)
e portanto
af of of af
(h- V) () = (g, + by ) (0) = Iy () + P (a)
Se [ = 3 entao obtemos

flat )= f(a) + (b~ V) (@) + 5 (1 V)" (@) + o] A

onde

2
2 9 4 9 9 i) i)
(h-V) f= (hl%""hQa_y) f= (h1%+h25_y) (hl%—i—/wa—y)f_

9 O LY D0 O 0N 0, 0, 0y
= (myy +h2a )(h18x+h28 )= hlam(h18x+h28 )+h28y(h 8$+h28y) =
o2f 02 f 2f  ,0°f
_ 12 2—:
= Miggr ity g T ar T g,
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... jd que hy e hy sao constantes ...

o*f o*f o*f

e — 2_ - 2_

i Ox? 2k Oxdy M 0y?

usando Schwartz na ultima igualdade. Entao:
1 2 1 ,0%f 0% f 1 ,0%f
2(h v) f(a‘) - 2h18$2 (a)+hlh28$ay(a) 2 Qayg (CL)

Pode-se mostrar que se existem as derivadas parciais de f até a ordem [ + 1, entao
1 2 1 l
fla+h) = f(a)+ (h-V)f(@)+ 5(h- V)" fl@)+ -+ 5 (h- V) [(a) +o(|[hll")

8.1 Aplicagao ao estudo de extremos

Definigao 8.1

Seja f uma fungao real, isto é, f definida em D C R™ e com valores em R. f tem um minimo no ponto
a € D se existir uma vizinhanga de a, B.(a) tal que para todo o x € B(a), f(x) > f(a).

Analogamente se diz que f tem méximo em a € D se existir uma vizinhanca de a, B.(a) tal que para
todo o x € Bc(a), f(x) < f(a).

Minimos e maximos de uma fungao designam-se por extremos dessa funcao.

Proposicao 8.1 Seja f definida em D C R™ e com valores em R e diferencidvel num ponto a € D. Se

ocorre um extremo de f em a entdo, para todo o v # (0,0,...,0) a derivada de f seqgundo v em a é nula:
D,f(a)=0
Dem. Dado v # (0,0,...,0), considere-se a fungao real de variavel real dada por

9(t) = f(a+tv)

g ¢ diferencidvel (porqué?) em particular para t = 0. Porque f tem extremo em a, g tem extremo em
t = 0. Entao (cf. Andlise Matemadtica I) a derivada de g em ¢ = 0 é nula:

0~ (0) — 1 LD =90 1 flat i)~ f(a)

t—0 t—0 t—0 t—20 =Duf(a)

ou seja, para todo o v # (0,0, ...,0)
Dy f(a)=0

Corolario 8.1 Em particular,

Vf(a)=(0,0,...,0)
Dem. Omitida. B
Definigao 8.2

Seja f definida em D C R™, com valores em R e diferencidvel num ponto a € D. Se

entao a diz-se um ponto de estacionariedade de f

Definigao 8.3
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Seja f definida em D C R™, com valores em R e diferencidvel num ponto ¢ € D. Um ponto de
estacionariedade de f, a, diz-se um ponto de sela se existir uma vizinhanga de a, Bc(a), ¢ pelo menos
dois pontos z,y € B(a) tais que f(z) > f(a) > f(y).

Exemplo 8.1

1.
fla,y) =2+
Esta fungao é claramente nao negativa e assume o valor zero em (0,0). Entdo f tem minimo em (0, 0).
Esse minimo é ponto de estacionariedade ja que f é diferenciavel (porqué?) em (0,0) e

af 02% + 42
9 (0,0 :7} =2 } ~0
8x( ) ox (0,0) . (0,0)
¢ 8 8 2 2
97 0,0) = w‘ =2 =0
0y 0y (0,0) (0,0)
2.
g(z,y) =y
Esta fungao assume o valor zero em (0, 0), é positiva nos quadrantes impares e negativa nos quadrantes
pares.
Para além disso 9 9
g ry
20,0 =2 =yl =0
83:( ) dz 1(0,0) Y (0,0)
e
dg oxy
99 0,00= 24 = ‘ —0
By( ) Jy 1(0,0) * (0,0)

portanto g tem um ponto de sela em (0, 0).

Suponhamos agora que considerando uma funcao diferenciavel, pretendemos localizar os seus extremos
e pontos de sela. Os candidatos serao os pontos de estacionariedade. Havera depois que distinguir quais
desses pontos de estacionariedade sao pontos de sela e quais sao extremos e, de entre os extremos, decidir
quais sdo os maximos e quais sdo os minimos. Para isso fazemos uso da férmula de Taylor (de 2a. ordem)
aplicada ao ponto de estacionariedade a:

1 2
flat+h) = fla)+ (h-V)fla)+5(h- V) fla) + o(||h]*)
Como o que nos interessa é perceber o sinal de f(a + h) — f(a) reescrevemos:
1 2
flat+h) = fa) = (h- V) f(a) + 5(h- V) fla) + o(||h]*)
e como estamos a admitir que a é ponto de estacionariedade de f

fla+h) — f(a)==(h- V)" f(a) +o(|[A]]?)

N =

e como o o(||h||?) tende para zero mais depressa que ||h||> quando ||h|| tende para zero, o que interessa
saber é como varia o sinal de

22 f

1922

0% f
0zxdy

(h-V)*f(a) = W2 52 (a) + 2hihoy——(a) + h%%(a)

em funcao do h. Se este sinal for positivo, entao f(a+ h) — f(a) > 0 e portanto temos um minimo em a;
se for negativo, temos um méximo. Se para certos h o sinal é positivo enquanto que para outros o sinal
é negativo, entao temos um ponto de sela.

Se )
20°f

1 9z2

o2 f

82
h (a) + 2h1hy By (a) + hga—yf(a) =0
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entao havera que considerar mais termos na féormula de Taylor para se chegar a alguma conclusao quanto
a natureza do que ocorre no ponto a - nao vamos considerar tais situacoes neste curso.
Consideremos novamente

O f

0% f 0% f
2Y J 2Y J
(a)%—2h1h28m8y(a)+-h28y2(a)

Lox?

h

e ponha-se h3 em evidéncia:

f Ff o OPf
hs [amQ( )( ) +28m8y(a)h_+8—342(a)
donde obtemos uma fungao quadratica em Z—;:
hiy?2 hi
A(h_g) + By +C
com 5 o 82f
= 5.2(a); = 2axay (a), = 252 57 (a)

e € o sinal desta fungao quadratica que importa agora conhecer. Para isso, queremos localizar os pontos
onde esta funcao se anula. Estes sao dados pela formula resolvente:

—B++vB? - 4AC
2

Entao o que realmente queremos saber é o sinal de
—4AC

ou ainda de

1 R PN
7(B?—1a0) = (amay@) ~ 922 Wz (@

Se o sinal de %(BQ — 4AC) for positivo entao a fungao tanto assume valores positivos como negativos
e portanto isso equival a dizer que, quanto a funcao f, ocorre um ponto de sela em a. Se este sinal

for negativo quer dizer que NAO ha pontos onde a funcao se anula: esta é sempre positiva ou sempre
negativa, o que corresponde a um extremo em a da fung@o f; esse extremo serd um maximo se ‘g L (a) <0
e minimo se ‘gz{ (a) > 0. Z( — 4AC) é o caso inconclusivo que nos referimos acima e que portanto nao

consideraremos.
Finalmente, se considerarmos a matriz

obtem-se:

det ( 7 ;(a) 62@5; (C‘)> = —(B? - 140)

f
OxOy Oy? (a’)

Entao, em termos desta matriz, tem-se

%y o f

a a

det Bz;( ) aaﬂafy( ) <0 Ponto de sela em a
dxdy (a) oy? (a)

Q,
©
[~

Ox? Ox?

2f o2 f 2 92
det ( g%” (@) 920y (a))) >0 Extremo em a; maximo se a—( ) < 0 e minimo se _f( )>0

Q
8
Q)|
<
—
S
~—
QJ|
<
)
—
S
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