6% Ficha de Exercicios de AMIII

Resolucao Sumaria

1. Considere a superficie
7= {(ry2) € B | (VT2 -2 2= 1)

(a) Escreva uma parametrizacdo, g: V C R? — T, cuja imagem cubra T excepto duas
circunferéncias.

(b) Determine uma forma-2, u, que induza uma orientagdo em 7' correspondente a normal
exterior.

(c) Determine se g é compativel com .

Resolucao:
(a) A imagem parametrizagdo
g1(0,a) = ((2+ cosa) cos b, (2 + cos o) sen §, sen ) , (0,a) € V1 =0, 27[x]0, 27|
€ o conjunto
T\{(z,9,2) eR*| (z =2+ 22 =1Ay=0) vV (2 + 4> =9A2=0)}

e portanto satisfaz a condi¢do do enunciado.

Considerando a mesma expressdo que define g; nos dominios V5 =|0, 27[x]| — 7, 7[,
Vs =] — m,m[x] — m,7[ e Vi =] — m,w[x]0,27], obtemos parametriza¢des g;, i =
1,2, 3,4, cujas imagens cobrem T'.

(b) Consideremos a forma-2

W= _r (\/LUQ +y? — 2) dyNdz+
V2 + y?

Temos,

vVaz4y?— 2) dzNdz+zdxAdy,

W
x2 + y?

g:(0,a) = (2+ cosa)df A da, i=1,...,4.
Uma vez que (24 cosa) # 0,Va e Re T = Ulegi(Vi), concluimos que p induz
uma orientacdao em 7.
(c) Como (2+cosa) > 0,Va €]0, 27|, concluimos que g;, i = 1,...,4, é compativel com

L.

2. Usando o Teorema de Stokes, calcule wa, com uma orientacao a sua escolha, em cada
um dos seguintes casos



a
b

= zdx + ydy, M = {(e ' cost,e 'sent) | t € [0,1]};
=drANdy, M = {J:y YER? |1 < 2?4 2 <4}

(a) w
(b) w
(c) w=zdy Adz — 2ydx A dy, M = {(x,y,z)ERs\%+Z—§+§:l};
(d)

d) w=ydyNdz+dzNdx, M = {xy, €R3\x2+y2+z2:1,x>0}.

Resolucao:
2

(a) Seja f(z,y) = 5 + 3”2—2 e consideremos M com a orientacdo compativel com a para-
metrizagdo g(t) = (e 'cost,e 'sent), t € [0,1]. Temos df = w, logo, munindo M
com a orientacdo induzida por M e aplicando o Teorema de Stokes, vem

6_2
| = e - 1) = 5 -
M

N

(b) Consideremos M com a orientagdo canénica em R? (induzida por dVy = dx A dy).
Temos w = d(xzdy), logo, pelo Teorema de Stokes,

2 2m
/ w:/ a:dy:/ 4cos29d9—/ cos® 0 df = 3.
M oM 0 0

(c) Seja V = {(z,y,2) e R® | a2 + 4 b2 + % ;< 1} com a orientagdo candnica (induzida
por dVs = dx A dy A dz). Temos M = 8V. Munindo M com a orienta¢do induzida
por V e aplicando o Teorema de Stokes, vem

/w—/ w—/dw—/dVg—Volg V)= 47rabc
oV

(d) Consideremos M com a orientagdo compativel com a normal unitdria exterior a bola
{(z,y,2) € R? | 22 + 9% + 2! < 1} e seja n = —yzdy + zdz. Temos dn = w, logo,
munindo OM com a orientacdo induzida por M e aplicando o Teorema de Stokes, vem

2
/w:/ 7]:—/ cos? Osendf = 0.
M oM 0

onde usdmos a seguinte parametrizagdo para OM: g(6) = (0, cos6,sen ), 6 €]0, 2x|.

3. Considere o campo vectorial F(x,y,2) = (22,y,2x — 2) e a superficie

S:{(x,y,z)6R3|y:4—x2—22,0<y<3}.
Calcule o fluxo de F através de S, no sentido da normal unitdria exterior ao sélido limitado
por S e pelos planos y =0 e y = 3,

(a) usando o Teorema da Divergéncia;
(b) pela defini¢do de fluxo;

(c) usando o Teorema de Stokes.

Resolucao:



(a) Sejam P; e Pj5 as superficies planas definidas por

PO:{(:U7:'-/7'Z)€R3:$2+22<4,y:0}
Py ={(z,y,2) eR*:2? +2° <1,y =3}

e seja n a normal unitaria exterior ao sélido V' limitado por SU PyU P; . Pelo teorema
da divergéncia, temos

//F-ndV2+// F-ndv2+// F-ndvgz// V. FdV; =0,
S Py P 1%

pois V-F =0. Ora, temos F-n =0, em Py, e F-n =3, em Py, logo

//F'ndVQZ—// 3dV2=—3V012(P1):—37T.
S P

(b) Consideremos a parametrizacio g(p,6) = (pcosf,4—p?, psenf), (p,0) €]1,2[x]0, 27|,
para S. Temos

el e es
0 0
£ X £ = cos) —2p senf | = (*202 cosfl, —p, *2P2 sen ).

—psend 0 pcosé

Como esta normal aponta para o interior do sélido V', vem

//F~ndV2—
S

2 27
— / </ (Pz sen? 0,4 — ,02,2,0C089 — pSenQ) . (2P2 cos b, p, 2,02 Sen&) d9> dp
1 0

2 2m
= / </ (4p — p® — 2p3 sen? 9) d9> dp
1 0
472
=27 [2/)2 — p]
2

= —3m.

Em alternativa, temos

O
s s 11,2[x]0,2n]

= // (4p — p3 —2p®sen? 0 + 2p* sen?  cos O + 4p> sen 6 cos 0) dp N\ df
11,2[x]0,27[

= // (4p — p3 —2p®sen? 0 + 2p* sen? O cos O + 4p3 sen 6 cos 0) dpdf
11,2[x]0,27[

2 2
= / (/ (4p — p® — 2p3 sen? 9) d@) dp
1 0

= 3.



(c) Pretendemos agora aplicar o teorema de Stokes para calcular o fluxo do campo vectorial
F. Recorde-se que V- F = 0. Como F est3 definido em R3, que é um conjunto em
estrela, concluimos que F é um campo rotacional. Se A é um potencial vector para F,
ou seja, se F =V x A, entdo devemos ter

dwa = Qp &
d(Aldx + A%dy + A3dz) = 2%dy N dz + ydz A dx + (2x — 2)dx A dy
= d(22ydz + yzdx + 22dy).
2, 2%).
Aplicando o teorema de Stokes na superfice com bordo S (o fecho de S), vem

//F-ndVg:/F-ndVg://(VXA)-ndV2: Aldz + A%dy + A3dz
S S S oS

onde OS é munida com a orientacdo induzida pela regra da mio direita aplicada a
normal exterior n. Ora,

Um potencial vector para F' é entdo A = (yz,x

08 = ChuUCy
= {(z,y,2) eR3: 2?2+ 22 =4, y=0}U{(z,y,2) eR3: 22422 =1, y =3},
pelo que, em relagdo a um observador no ponto (0,4,0), Cy tem sentido positivo e Cy

tem o sentido negativo. Assim, temos

2w
- Aldr + A%dy + Adz = / z2dy + / (3 sentd(sent) + 3sent d(cos t))
oS Cq 0

27
:0—/ 3sen? t dt
0
= —3m.

4. Usando o Teorema de Stokes, calcule o fluxo do campo f(z,y,z) = (1,1,1) através da
superficie
S:{(x,y,z) eR3 |22+ 2 =142 0<2< 1},

segundo a normal que aponta para fora do sélido limitado por S e pelos planos z = 0 e
z = 1.

Resolucao: Note-se que
Qp =dy ANdz +dz Ndv +dx AN dy = d(ydz + zdz + xdy) = dw, 5 ),

pelo que, A = (z,z,y) é um potencial vector para f. Aplicando o Teorema de Stokes para
campos vectoriais na superficie com bordo S (o fecho de S), obtemos

/f-ndV2:/f~ndV2:/(VxA)-ndV2:/ zdx + xdy + dz,
S S S 08

onde S é percorrido no sentido dado pela regra da m3o direita aplicada a normal n dada
no enuncidado. Como

ag:{(a:’yvo)ERg\x2+y2:1}u{(x,y,2)€R3]m2+y2:2},



vem

/Sf ndVy = /027r cos Od(sen ) — /027r (2d(\@cos 0) + V2 cos fd(v/2 sen 9)) = —m.

. Usando o Teorema de Stokes para formas diferenciais, mostre o Teorema de Stokes para
campos vectoriais: seja S C R? uma variedade-2 com bordo, compacta e orientavel, com
normal unitdria n, e seja f : R> — R um campo vectorial de classe C'. Ent3o,

/(fo)-ndVQ:/ f-dg,
S a5

onde g percorre 0S no sentido dado pela regra da mio direita em relacdo a n.

Resolucdo: Usando a definicdo de fluxo, a igualdade Qv ¢ = dws, o Teorema de Stokes e
a definicdo de integral de linha de um campo vectorial, obtemos

/(VXf)‘IldVQZ/QvaZ/dwf:/ wf:/ f~dg,
S S S oS oS

onde g percorre 35S no sentido correspondente a orientacdo induzida por S em 0S. Resta
mostrar que este é o sentido dado pela regra da mao direita aplicada a normal n. Dado
o

x € S, seja u € Tx0S tal que ||ul| =1 esejar € TyS, tal quer L u e r é exterior a S.
De acordo com a orientagdo induzida por S em 95, o sentido de u é positivo sse {r,u} é
uma base positiva para TxS. Ou seja, u tem o sentido positivo sse {r,u,n} é uma base
positiva para R3. Este é precisamente o sentido dado pela regra da m3o direita.

. Sejam f,g: R? - R e F,G: R? — R3 de classe C'. Use as correspondéncias v — wy e
v — Q, para mostrar que
(a) V x (V) = 0:
(b) V- (V x F) = 0;
(c) V(fg9)=9gVf+ fVg
(d) Vx (fF)=f(VxF)+(Vf)xF,;
() V-(FxG)=(VxF)-G-F - (VxG).

Resolucdo: Recorde-se que as correspondéncias v +— wy € v +— )y s3o biunivocas e
satisfazem

Recorde-se também que wy A wyw = Qyxw € wy A Qw = (v - w)d V3.

Usando estas igualdades e as propriedades da derivada exterior, obtemos



Qux(vy) = dwyy =d(df) =0
< Vx(Vf)=0

(b)
(V . (V X F))dVg = d(QVXF) = d(dw]_:‘) =0
<V (VxF)=0
(c)
wy () = d(fg) = gdf + fdg = gwvy + fwyy
= W(gVf+fVg)
< V(fg)=gVf+[Vyg
(d)
QVX(fF) = dwa =d(fwr) =df Nwr + fdwp = wyvf A\ wr + fQv«r
= Qv ) xF+f(VxF)
&V (fF)=(Vf)xF+ f(VxF)
()
V- (F X G)d‘/zg =dQrxg = d(wF VAN wc,) = dwp Nwg — wr A dwg
= Quxr Awg —wr AQdvxa
=(VxF)-G-F-(VxG))dVs
V- (FxG)=(VxF)-G-F - (VxG).
7. O campo eléctrico gerado por N cargas pontuais, ¢;, ¢ = 1,..., N, colocadas nos pontos

pi €R? i=1,...,N é dado por

N
X—Pi .
E(x) =) :q"i\lx—pﬂl?” x €R3\ {p; |1 <i< N}
=1

(a) Mostre que V- E = 0.
(b) Demonstre a Lei de Gauss: se D C R3 é uma variedade-3 com bordo, compacta, tal

quep; € D,i=1,...,N, entdo

N
/E-n:47TZqi,
S i=1

onde n é a normal a 9D, unitdria e exterior a D.

(c) Use os resultados das alineas anteriores para dar um exemplo de uma forma-2 que
é fechada mas n3o é exacta, e um exemplo de um campo solenoidal (ou seja, com
divergéncia nula) que n3o é um rotacional.



Resolucao:

(a) Considere-se o campo vectorial F: R3\ {0} — R3 dado por F(x) = - Temos
3
”X” s (el = 32l = Hﬁ (I = Ix[1?) = 0.
Como E(x) = ZZ]L ¢;F(x — pi), vem
N
V-F(x)=> q(V-F)(x—p;) =0
i=1

(b) Consideremos o campo vectorial E;(x) = ¢; Sejam

_X—Pi
Ix—ps[]3"
Br(pi) = {x e R’ | |x|| < R}, Sr(pi) = {x € R?| ||x|| = R}

e seja R > 0 tal que Br(p;) C D. Aplicando o Teorema da Divergéncia a variedade-3
V = D\ Br(p;), obtemos

/ Ei-nd‘/z:/ Ez“ndVQ—/(V‘Ei)dVi%
8D Sr(pPi) v
_ / E: ndVs
Sr(pPi)
= dVa = 4mg;.
\/SR(pz) R2

Donde,

N N
E-ndV2: / Ei-ndV2:47T q;.

(c) De acordo com as alineas anteriores, o campo E ¢é solendidal mas ndo é um rotacional
(no seu dominio). De forma equivalente, Qg é uma forma-2 fechada que n3o é exacta
(no seu dominio).

8. Considere a forma diferencial w € Q(R?\ {0, e1}) definida por

-y Y x z—1
— d _ dy.
<x2+y2+(x—1)2+y2> $+<x2+y2 <x—1>2+y2> Y

(a) Mostre que w é fechada.

(b) Determine se w é exacta em R?\ {0, e;}.

(c) Determine se w é exacta em {(x,y) € R? | 2% + 42 > 4}.

Resolucao:



()

Consideremos a funcdo g*: R? — R? dada por g(z,y) = (x — 1,). Sejam wpy e wy as
formas-1 dadas por

—ydx xdy

B N —ydx (x — 1)dy
- IQ + y2 562 + y27

PP w1y

wo w1 = gwp = (

Temos,

w=wy— w1

2 — 22

dwi = g*dwy = 0,

logo dw = dwg — dw1 = 0.

Para mostrar que w n3o é exacta em D = R?\ {0, e;}, basta mostrar que existe um
caminho fechado, a: [a,b] — D tal que fa([a W) @ # 0. Consideremos o caminho

fechado a: [0,21] — D definido por ct(6) = (cos 6, send). Temos

2m
/ wo—/ a*wo—/ df = 2.
a([0,27]) [0,27] 0

Uma vez que w; é uma fechada e de classe C* em D; = R?\ {e;} e o é homotépico
em D; a um caminho constante, segue que fa([o on]) W1 = 0. Assim, temos

/ w = / wo — / w1 = 2m,
o([0,27]) o([0,27]) o([0,27])

logo w ndo é exacta em D.

Seja E = {(x,y) € R? | 22 + 3% > 4}. Para mostrar que w é exacta em E temos
de mostrar tem integral nulo ao longo de todo o caminho fechado (em E). Qualquer
caminho fechado simples! a: [a,b] — E, que n3o seja homotdpico em E a um caminho
constante, é homotdpico a v(#) = 3(cosf,sen), 6 € [0,27], ou ao inverso de v (o
caminho que percorre uma vez a imagem de 4 no sentido negativo). Temos,

/ w :/ wo —/ w1
¥([0,27]) ¥([0,27]) ¥([0,27])

=21 — / w1.
~([0,27])

Como ~ é homotdpico, em Dy, ao caminho B(f) = (cosf,sen @) e w; é fechada, vem

/ w1 = / w1 = 27T7
~v([0,27]) B([0,27])

logo [_,(0.2,) @ = 0. Concluimos que w é exacta em E.

'um caminho fechado g: [a, b] — R™ diz-se simples se g(t) = g(t') sse {t,t'} = {a,b}



10.

Calcule o Laplaciano de f, V2f = V - Vf em coordenadas cilindricas e use este resultado
para determinar todas as solu¢des da equagio de Laplace (V2f = 0) que n3o dependem
das coordenadas 6, z.

Resolucdo: Consideremos a parametrizagio para R® \ {(z,0,0) | = < 0} dada pelas
coordenadas cilindricas:

g(p,e,z) = (pCOSH,pSGH@,Z), ( ) ] [X]07 27T[XR'
0
Nestas coordenadas, a matriz da métrica é G = ( 0) e o elemento de volume é dV3 =
1
dr A (pdf) A dz. Os vectores e, = % ey = l% e ez = a € formam, em cada ponto, uma

base ortonormal para R?, cuja base dual é {dp, pdf, dz}. Dada uma fungdo f: R3 — R, de
classe C2, temos

if = fd +1%( d9)+%fdz

6f 10f of
6p( pdf) N dz + 89d /\d,o—i—azdp/\(pd@)

= Qvy,
10 of 1 0%f 0%f
dQvr=|—= dV-
v <p3p( 0P>+ P2 ogr a2 )
Donde, concluimos que o laplaciano de f em coordenadas cilindricas é dado por
8 1 92 0?
w1 () L
pap 8p ol 0z
Se f ndo depende de (0, z), entdo

V2f:O<:><pg£> :Oﬁpg‘Z:Aﬁf:Alogp—i-B,

onde A e B s3o constantes reais.
Resolva um dos seguintes problemas

(Fungdo Gama) Considere a fun¢do fs: Rt — R definida por f,(t) = t*"'e~f, onde s > 1
€ uma constante.
(a) Mostre que fs € L'(R™);

(b) Atendendo ao resultado da alinea anterior, define-se a funcdo Gama, I': [1,00[— R,

por
[e.9]
I'(s) = / t5= et at.
0

Use integracdo por partes para mostrar que I'(s + 1) = sI'(s).

(c) Mostre que I'(n) = (n — 1)!, para todo n € Nj. Portanto, a fungdo Gama permite
definir o factorial de qualquer niimero real positivo.



Resolucao:

(a) Uma vez que fs é continua em [0,00[, basta analisar o seu comportamento quando

: _t . [ _t
t — +o0. Visto que fs/e 2 P 0, fs € integradvel em R™ se e72 o for. Ora, e72 é
—0Q

positiva, logo o seu integral existe e é dado por

o0 t k t t k;
/ e 2dt = lim e 2dt = lim |:—2€7§} =2 < o0.
0

k—oo Jo k—oo 0

Concluimos que fs € LY(R™).

(b) Usando integragdo por partes, vem

oo k k
I(s+1)= / fs41dt = lim tSe tdt = lim [—tse_t]g + lim s/ t5 et dt
0 0

k—oo Jo k—o0 k—oo

k—o0

k 00
= s lim t et dt = s/ t7 et dt = sT(s).
0 0
(c) Notando que I'(1) = 1 = 0!, a igualdade I'(n) = (n — 1)!, Vn € Ny, segue da relagdo
I'(s 4+ 1) = sI'(s) por indug3o.
11. A fungdo Zeta de Riemann, (: |1, 00[— R, é definida por

1
C(s) = -
n=1 n

O objectivo deste exercicio é dar uma expressdo integral para (.

(a) Use a mudanga de varidvel ¢t = nz na definicdo de I'(s) para mostrar que

['(s)¢(s) = Z /000 e dg
n=1

(b) Mostre que

1 00 I‘S_l
= dx.
¢(s) F(s)/o w1
Resolucao:

(a) Fazendo a mudanga de varidvel ¢ = nx na definigdo da I'(s), obtemos

00 k
I'(s) = / t"le7tdt = lim t5 et dt
0

k—oo Jo

n o0
= lim (nx)* e ™ ndr = n® 25 e dy,

Donde,

I'(s)¢(s) = Z FT(;) = Z /OOO z* e dg.

n=1 n=1

10



k s—le—n;t’

(b) Consideremos a sucessdo de func¢des, {fi}ren, definida por frp(x) =)
para x > 0. As fungBes fi sdo mensurdveis (porque sdo continuas) e verificam

O0<A<fo< - fr<--

(i) fula) —— Sl et e = o Yz e Rt

Aplicando o Teorema da Convergéncia Mondtona, obtemos
& o0 k [e%S) ~ k
E z°e ™ dr = lim E z°e ™ dr = lim E e " dr
0 k—oo 0 k—oo Jg
n=1 n=1 n=1

i [e§) o0 xsfl
—kingo/o fk(z)dx—/o em—ldx'

Da alinea anterior, concluimos ent3o

11



