6% Ficha de Exercicios de AMIII

Para entregar na aula de 16/12/02

1. Considere a superficie
T={(z.y2) €R} | (Va2 + 92 =22 + 22 = 1}.

(a) Escreva uma parametrizacdo, g: V C R? — T, cuja imagem cubra T excepto duas
circunferéncias.

(b) Determine uma forma-2, i, que induza uma orientagdo em 7' correspondente a normal
exterior.

(c) Determine se g é compativel com .

2. Usando o Teorema de Stokes, calcule wa, com uma orientacdo a sua escolha, em cada
um dos seguintes casos

(a) w=adx +ydy, M = {(e'cost,e "sent) | t € [0,1]};

(b) w=dxAdy, M ={(z,y) e R? | 1 <a? +y* < 4}

(c) w=zdy Adz — 2>ydx A dy, M = {(J;,y,z) € R3 | %+Zé+§:1};
(d) w=ydy ANdz+dz ANdx, M = {(z,y,2) e R | 2? + y* + 2> =1, z > 0}.

3. Considere o campo vectorial F(x,y,2) = (22,y,2z — 2) e a superficie

S={(z,y,2) R |y=4—2"—2* 0<y<3}.

Calcule o fluxo de F através de .S, no sentido da normal unitdria exterior ao sélido limitado
por S e pelos planos y =0 e y = 3,
(a) usando o Teorema da Divergéncia;
(b) pela definigdo de fluxo;
(c) usando o Teorema de Stokes.
4. Usando o Teorema de Stokes, calcule o fluxo do campo f(z,y,2) = (1,1,1) através da

superficie
S={(z,y,2) eR*|2? + ¢y =1+2> 0< 2 < 1},

segundo a normal que aponta para fora do sélido limitado por S e pelos planos z = 0 e
z=1.



5. Usando o Teorema de Stokes para formas diferenciais, mostre o Teorema de Stokes para
campos vectoriais: seja S C R? uma variedade-2 com bordo, compacta e orientavel, com
normal unitdria n, e seja f : R? — R? um campo vectorial de classe C. Ent3o,

/(fo)-ndVQ:/ f-dg,
S oS

onde g percorre S no sentido dado pela regra da mio direita em relacdo a n.

6. Sejam f,g: R? - R e F,G: R?> — R? de classe C'. Use as correspondéncias v — wy e
v — (2, para mostrar que

(a) Vx (Vf)=0;

(b) V- (V xF) = 0;

(c) V(fg) =gV I+ [V

(d) Vx (fF)=f(VxF)+(Vf)xF;

() V- (FxG)=(VxF)-G-F-(VxGQ).

7. O campo eléctrico gerado por N cargas pontuais, ¢;, ¢ = 1,..., N, colocadas nos pontos
p; €R3, i=1,...,N é dado por

— Pi .
qu kR xR\ {p; |1 <i< N}

(a) Mostre que V- E = 0.
(b) Demonstre a Lei de Gauss: se D C R3 é uma variedade-3 com bordo, compacta, tal

[e]
que g; € D,i=1,...,N, entdo

N
E-n=4rn qi,

onde n € a normal a 0D, unitaria e exterior a D.

(c) Use os resultados das alineas anteriores para dar um exemplo de uma forma-2 que
é fechada mas n3o é exacta, e um exemplo de um campo solenoidal (ou seja, com
divergéncia nula) que n3o é um rotacional.

8. Considere a forma diferencial w € Q(R?\ {0,e;}) definida por

-y Y x z—1
= d — dy.
w <x2+y2 + (1:—1)2+y2> T+ <x2+y2 (x—1)2+y2) Yy

(a) Mostre que w é fechada.

(b) Determine se w é exacta em R?\ {0,e;}.
(c) Determine se w é exacta em {(x,y) € R? | 2% + 12 > 4}.
9. Calcule o Laplaciano de f, V2f = V - Vf em coordenadas cilindricas e use este resultado

para determinar todas as solugdes da equagio de Laplace (V2f = 0) que n3o dependem
das coordenadas 6, z.



Resolva um dos seguintes problemas

10. (Fungdo Gama) Considere a fungdo fs: RT — R definida por fs(t) = t*~le~?, onde s > 1
é uma constante.

(a) Mostre que fs € L(RT);

(b) Atendendo ao resultado da alinea anterior, define-se a funcdo Gama, I': |1, 00[— R,
por

I‘(s):/ t et at.
0

Use integracdo por partes para mostrar que I'(s + 1) = sI'(s).

(c) Mostre que I'(n) = (n — 1)!, para todo n € Nj. Portanto, a fungdo Gama permite
definir o factorial de qualquer niimero real positivo.

11. A fungdo Zeta de Riemann, (: ]1,00[— R, é definida por

1

() =3

n=1

O objectivo deste exercicio é dar uma expressdo integral para (.

(a) Use a mudanga de varidvel t = nz na defini¢do de I'(s) para mostrar que

I'(s)((s) = Z /000 ¥ te ™ dy,
n=1

(b) Mostre que

1 oo Is_l
((s) = T0s) /0 ] dx.



