5% Ficha de Exercicios de AMIII

Resolucao Sumaria

1. Sejam g: R — R™ e f: R™ — R uma funcgdes de classe C°*°. Mostre que

g (fdxt Adx? - A da™) = (f o g)det(Dg)dx! Ada® A - Ada™.

Resolucdo: Seja w = fdx! Adx?--- Adz™. Temos g*w = hdz' A dx?--- A dz™, onde
h:R™ — R é dada por h(x) = g*w(x)(e1,...,e,), x € R". Como,

f(g(x))dz' Adx?--- Ada™(Dg(x)er, ..., Dg(x)e,)
f(g(x)) det(Dg(x)es, . .., Dg(x)en)
= (f og)(x) det Dg(x), vx € R",

g'w(x)(er,...,ep)

concluimos que h = (f o g) det(Dg).

2. Seja v: R? — R3 um campo vectorial de classe C' e f: R?® — R um campo escalar de
classe C'. O rotacional de v é o campo vectorial definido por

\V4 =9 90 0 |\=(—_-_ - - -
V=9 (83@2 0x3’ 9z3  Oxl’ Ox!  Oz2

e a divergéncia de v é o campo escalar definido por

ot v 9B

Vov=oatoztom

E possivel associar a v uma forma-1 e uma forma-2 definidas, respectivamente, por

wy = vide! + v2da? + v3de® e Qy = vlda® Ada? + v?dad A dzt + v3dat A da?.
Mostre que
(a) dwy = Quxv

(b) df = wvy
(c) dQy = (V- v)dz! Adx? A da?

Resolucao:



()

1 1 2 2
dwy = gvdﬁ Nda' + gvgdaz?’ Ada' + g;ldxl Ada® + gzgdx?’ A da+

gldx A da? +gj;2dx2/\dx3
- (g;—g”g>d A dz +<§Z3 gz )d A dz +<§Zj g”2>d A da?
= Quxvy-
(b)
df = aagfld +§fd +8—fdx = wyy.
(c)
0y = g“dx A da? A da® +gda: A da® A dat +gdaz A dat A da?

= (V- v)dz! Ada?® A da?.

3. Decida se as formas seguintes s3o exactas. Se forem, calcule um potencial.

(a) w=eYdx + ze¥dy

(b) w = zdx + ydy + xsen zdz

(c) w=>" Il gt

(d) w=2zydx ANdy — cos zdz N dz — dy N dz

(e) w= (zy + (x + 2)*)dz A dy A dz

Resolucao:

(a) w é exacta e tem potencial f(x,y) = zeY;

(b) w ndo é exacta pois ndo é fechada: dw = sen zdx A dz # 0;
. . —Ix)?

(c) w é exacta e tem potencial f(x) = —%5—;

(d) w é exacta e tem potencial 1 = sen zdx + (22y + 2)dy;

(e) w é exacta e tem potencial n = —(% + (z + 2)2%y)dz A dz;

4. Um campo vectorial f : D C R® — R" (de classe C') diz-se um gradiente se existir um
campo escalar (de classe C1) ¢ : D — R (dito potencial de f) tal que f = V. Determine
se 0s campos vectoriais seguintes sdo gradientes. Se forem, calcule um potencial.

(a) f(.%',y) = (ya —$)
(b) f(x,y,2) = (y + sen(x + z), x,sen(x + z) + 2)

Resolucgdo: Do problema 2(b), concluimos que f é um gradiente sse wr é exacta, e ¢ é um
potencial para f sse ¢ é um potencial para ws.



(a) f ndo é um gradiente pois wr ndo é exacta: dwg = —2dx A dy # 0.
(b) f é um gradiente e tem potencial p = xy — cos(x + z) + % pois dy = w.

Nota: Diz-se que um campo vectorial f é fechado se a forma-1 que lhe estad associada, ws,
é fechada. Do problema 2(a) conclui-se que f € fechado sse V x f = 0, ou seja, sse

oft  ofi .
- = — 2
oxd  Oxt’ )
Esta condicdo € necessaria para que f seja um gradiente , mas ndo ¢ suficiente. Os
campos gradientes também s3o por vezes designados por conservativos.

. Um campo vectorial f : D C R® — R3 (de classe C!) diz-se um rotacional se existir um
campo vectorial (de classe C!) A : D — R3 (dito potencial vector de f) tal que f = V x A.
Determine se os campos vectoriais seguintes s3o rotacionais. Se forem, calcule um potencial
vector.

(a) f(x’y7z) ::(yvzvx)
(b) f(.%‘, Y, Z) = (ya senvy, O)

Resolugdo: Do problema 3(a), concluimos que f é um rotacional sse Q)¢ é exacta, e que A
é um potencial vector para f sse dwa = Q.

(a) f é um rotacional e A(z,y,z2) = (%, %, %) pois dwa = Qf.

(b) f ndoé um rotacional pois V-f = cosy # 0, o que implica dQ2¢ = (V-f)dzAdyAdz # 0.

Nota: Diz-se que um campo vectorial £ € solenoidal se V - f = 0. Do problema 2(c)
conclui-se que f € solenoidal sse a forma-2 que lhe estd associada, (¢, € fechada. Esta
condicdo € necessaria para que f seja um rotacional , mas no € suficiente.

. Mostre que a forma diferencial w(z,y,z) = ( sdx + sdy + zdz é fechada

-y r—1
z—1)%+y (z-1)%+y

mas nao é exacta.

Resolucdo: Comecamos por notar que o integral de uma forma-1, exacta, ao longo de
qualquer curva fechada é necessariamente zero. De facto, se w = df e se g: [a,b] — R" é
uma parametizacdo para a curva C, temos

b b
/([ b])wz/ g*dfz/ Vi(gt))-g't)dt = f(gb) — f(g(a)).
glla, a a

Logo fg([a pyw =0 se C' é uma curva fechada, pois g(b) = g(a).

Assim, para mostrar que a forma w acima n3o é exacta, basta encontrar uma curva fechada,
C, tal que [,w # 0. Seja C a curva {(z,y,0) € R* | (z — 1)? + y*> = 1} parametrizada
por g(t) = (cost + 1,sent,0), t € [0,27]. Temos

2m 27
/ w = / gfw = / dt = 2m,
g([0,27]) 0 0

logo w ndo é exacta. No entanto, w é fechada:

((z—1)%+y?) —2(z — 1)?
((z = 1)2+y?)?

(@ =1 +4%) +

2y2
(e 12 1 72 dy N dx +

dw =

dx N dy = 0.




7. Calcule os integrais das formas diferenciais dadas ao longo das variedades indicadas, com
uma orientacao a sua escolha:

(a) w = (z — y)dz + zdy ao longo de C' = {(x,y) € R? | 2—24—%—; = 1}, com a,b € RY;

(b) w=dxAdy+2z*dy Adz ao longo de S = {(z,y,2) € R® | 2? + y? + 22 =4, 2 > 0};
() w= (14 2*)dz Ady ao longo de S = {(z,y,2) € R3 | 2? + y? =1+ 22, |2| < 1}.

Resolucao:

(a) Seja g: ]0,27[— C' a parametrizagdo definida por g(t) = (acost,bsent). Temos,
2m 2
/ w= / g'w = / (—a®sentcost + absen®t + abcos® t)dt = 2abm.
(10,27)) 0 0

(b) Seja g: V =]0,27[x]0,7/2[— S a parametrizagdo definida por
g(0,¢) = (2sen pcos b, 2sen psend, 2 cos p).

Temos,

L= [ e
g(V) Vv

B // (—4sen g cos ¢ + (2 cos ©)?(—4sen? ¢ cos 0)) df A dp = —4r.
|4

(c) Seja g: V =]0,2n[x] — 1,1[— S a parametrizagdo definida por

g(0,2) = (V14 22cos6,\/1+ 2%2senb, 2).

/ w://g*w:—//(1+22)zd9/\d2:0.
g(V) 1% 1%

S:{(x,y,z)6R3|z:x2—y2,x2+y2<1,0<x<y}.

Temos

8. Seja S a superficie

(a) Calcule a &rea de S;
(b) Calcule o centréide de S.

Resolucao:

(a) Seja V' =]0,1[x]0,27[ e seja g: V — S a parametriza¢do definida por g(p,0) =
(pcosf, psend, p? cos 20). Temos,

Voly(S // det(DgT Dg) dVs = / (/ pV 1+ 4p? dp) do
5\/5 —-1).



(b) Seja p = (7,7, z) o centrdide de S. Temos,

_ 1 2
I 1 42
T = V012 // Vol // p~cosf\/1+4p*dVs

sh 1(2) ) )
= o 0do - h”tch”tdt
Volg(S)é cos / sh“tc

1 V2 1 _
= o E <1 - 2) o (18\/5— sh 1(2))
_ (V2 —1)(54v/10 — 3v/2sh~1(2))

4075 — 87 ’
Y=—" = //y Vo = //,0 senfv/1+ 4p?dVs
V012 Vo 1
= 1/2 sen@d@/ sh2t0h2 tdt
N VOIQ(S) % 8

1 V21
~ Vols(S) 2 64 (18‘[_811 (2 ))

 54y/10 — 3v2sh1(2)
B 40my/5 — 8

_ 1 3
20+/1 + 4p2
i= Volz // Volo(S) //v” cos26VL+4p7dvs
1
cos 20 d6 3V1+4p2d
VOIQ(S)/4 /0 P prap

1 5v/5
~ Vol (9) 2 ( 24 © 120)

14255
T B — 57 — 25v/571

)

. Calcule o trabalho realizado pela forca F(z,y, z) = (22 + y,y? — x, z) ao longo da curva
C={(z,y,2) ER® |42? + 9> + 2 =L, a +y+ 2 =0}

percorrida no sentido positivo em relagio a um observador no ponto (0,0, 1019).

Resolucdo: O trabalho realizado por F é dado pelo seguinte integral,
/ Wp = / (2% + y)dx + (v* — z)dy + zdz = / ydx — xdy,
C C C

onde usdmos o facto de a forma x?dz +y%dy + zdz ser exacta e de C ser uma curva fechada.

Substituindo z = —x — y em 422 + 9y? + 22 = 1, obtemos a equacido da projeccio de C
no plano zQy:

2 49
%) +—y?=1.

5x2+10y2—|—2xy:1<:>5(x+ -



Fazendo z + £ = C\‘)/Sge ey = 5S7€n9, obtemos a seguinte parametrizacdo para C"

(9)_(0059_361&9 V5 sen _4sen9_cos€>
g - \/5 7\/57 7 I 7\/5 \/5 9

Como g percorre C' no sentido positivo em relacio a um observador no ponto (0,0,101),
o trabalho realizado por F é

6 €]0, 27,

2
/ ydr — xdy = / g* (ydx — xdy)
C 0

/27r V5 sen 6 <_sen0_cos€>+<sen0_cose) V5 cos 0 &0
0 7 Vs TV5 V5 V5 7
27

==

10. A United Fighter Objects desenvolveu um motor revoluciondrio para o protétipo UFO-1 cujo
filtro de ar tem a forma da seguinte superficie

T:{(x,y,z) eR3| (\/y2+z2—R)2+z2:r2,:c<0},

onde r < R sdo constantes positivas. Sabendo que a velocidade do ar é dada por v(z,y, z) =
—eq e supondo que a densidade do ar é uma constante o, calcule a massa de ar que atravessa
o filtro numa unidade de tempo.

Resolucdao: A quantidade de ar que atravessa o filtro numa unidade de tempo é dada
pelo médulo do fluxo do campo vectorial o,v na direccdo de uma normal unitaria a 7.
Consideremos a seguinte parametrizacdo para T,

g(p,0) = (— r2 — (p — R)?, pcosb, psen 9) , (p,0) € V=|R—r,R+r[x]0,2n][.

O fluxo de o,f na direccdo da normal g—% X g—% é

/ Qoov = / g (—oqdy Ndz) = —aa/ pdp N\ df = —4Amo,Rr.
s 14 v

Concluimos que filtro é atravessado por 4mo, Rr Kg de ar numa unidade de tempo.



