5% Ficha de Exercicios de AMIII

Para entregar na aula de 2/12/02

1. Sejam g: R — R" e f: R®™ — R uma funcdes de classe C*°. Mostre que

g*(fdxt Adx? - A da™) = (f o g)det(Dg)dx! Ada® A - Ada™

2. Seja v: R? — R3 um campo vectorial de classe C' e f: R? — R um campo escalar de
classe C'. O rotacional de v é o campo vectorial definido por
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e a divergéncia de v é o campo escalar definido por
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E possivel associar a v uma forma-1 e uma forma-2 definidas, respectivamente, por
wy = vide! + 0?da? + v3de® e Qy = vlde? A da® + 0?dad A det 4 v3dat A da?
Mostre que
(a) dwy = QV><v
(b) df = wvy
(c) dQy = (V- v)dz' A da? A da?
3. Decida se as formas seguintes sdo exactas. Se forem, calcule um potencial.

(a
(b) zdzx + ydy + xsen zdz
(

) e¥dx + ze¥dy
)

c) Sor e —lIxI1? g

(d) 2zydx A dy — cos zdx A dz — dy A dz

(e) (wy + (z+ 2)%)dx Ady A dz

4. Um campo vectorial f : D C R"® — R (de classe C!) diz-se um gradiente se existir um
campo escalar (de classe C1) ¢ : D — R (dito potencial de f) tal que f = V. Determine
se 0s campos vectoriais seguintes sdo gradientes. Se forem, calcule um potencial.



10.

. Mostre que a forma diferencial w(x,y,2) = (

(a) f(I,y) = (ya _‘r)
(b) f(z,y,2) = (y +sen(x + 2), z,sen(x + z) + 2)

Um campo vectorial f : D C R? — R3 (de classe C!) diz-se um rotacional se existir um
campo vectorial (de classe C') A : D — R? (dito potencial vector de f) tal que f = V x A.
Determine se os campos vectoriais seguintes sdo rotacionais. Se forem, calcule um potencial
vector.

(a) f(z,y,2) = (y,2,7)
(b) f(z,y,2) = (y,seny,0)

S dy + zdz é fechada

zdr + (x_li 21y
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mas nao é exacta.

. Calcule os integrais das formas diferenciais dadas ao longo das variedades indicadas, com

uma orientacdo a sua escolha:
(a) (x — y)dz + xdy ao longo de {(x,y) € R? | ﬁ—z + z—j = 1}, com a,b € RY;

(b) dx Ady+ z*dy A dz ao longo de {(z,y,2) € R® | 2? +y* 4+ 22 =4, 2 > 0};
(c) (1+ 2%)dz Ady ao longo de {(z,y,2) € R | 2? + y? =1+ 22, |2| < 1}.

. Seja S a superficie

S:{(x,y,z)€R3\z:xQ—yQ,:ﬁ2+y2<1,O<x<y}.

(a) Calcule a &rea de S;
(b) Calcule o centréide de S.

. Calcule o trabalho realizado pela forca F(z,y,2) = (2? + y,%? — z, 2) ao longo da curva

C={(z,y,2) € R3 | 4a? +9y* + 2% = Lz+y+z=0}
percorrida no sentido positivo em relagio a um observador no ponto (0,0, 1019).

A United Fighter Objects desenvolveu um motor revolucionario para o protétipo UFO-1 cujo
filtro de ar tem a forma da seguinte superficie

T= {(m,y,z) cR3 | (\/y2+22—R)2+x2:r2,:c<0},

onde r < R sdo constantes positivas. Sabendo que a velocidade do ar é dada por v(z,y, z) =
—eq e supondo que a densidade do ar é uma constante o, calcule a massa de ar que atravessa
o filtro numa unidade de tempo.



