4% Ficha de Exercicios de AMIII

Resolucao Sumaria

1. Escreva o tensor-2 em R? dado por T'(v,w) = 3(v! + v?)(w? + w?) — 2v3w? + V5v3w?
como combinagdo linear dos elementos da base {dz! ® dxj}%j:l para T?(RR3).

Resolucao:
, .1 f ,
T = 3dz' ® do? + 3dz' @ da® + 3da® @ dz? + 3d2? @ da® — §dx3 ® dz?® + V5da? ® da?

2. Mostre que Alt(T) € AF(R™), VT € TF(R™).
Resolucdo: Seja 7 € Y¥;. Temos de mostrar
AW(T)(Vr(1)s - -5 Vraiy) = sgn(7) Al6(T)(v1, ..., V).

Temos,

AT (Vo(1y, -2 Tee) = D, 880(0) T(Va(r(1))s - > Va(r(k))

TEY L
= sgn(T) Z sgn(0 0 7) T (Vaor(1)s - - s Voor(k))
oEY
= Sgn(T) Z Sgn(a) T(VU(I)a s 7V0(k))
gEY

= sgn(7) Alt(T) (v, ..., Vi),
onde usdmos o facto de que a aplicacdo o +— o o7 é uma bijeccdo X — Y.
3. Calcule os seguintes produtos exteriores
a) (2dx — dy) A (dz + 3dy)
b) (ydx + dy + 3dz) A (2dz + ndy + 3dz)

(@) (

(b) (

(c) (ydz + xdy + 22d2) A (2dz A dy + xdy A dz + 2*dz A d2)

(d) (dz' Ada? + dx?® Adat) A (dat A da? + dad A dzt — daot A da?)

Resolucao:
(a) (2dx — dy) A (dx + 3dy) = Tdz A dy

(b) (ydz+dy+3dz)A(2dx+mdy+1dz) = (my—2)dzAdy+ (4 —6)dzNdz+ (5 —3m)dyAdz
(c) (wy — xzt +22%)dx A dy A dz



(d) 2dz' A da? A dxd A da?
CSejam 1< <ig < <ip<nmevy,...,vg € R" Mostre que

(a) dz Ndx2 A - /\d:ﬂik(eil,...,eik) =1,

(b) dx® Adx A --- Adz'(vy,...,vg) é o determinante da matriz k x k que se obtém
vi
seleccionando as colunas i1, ..., da matriz ( : )
Vi
Resolucao:

(a) Recorde-se que ‘ . ‘ ‘
dz" A Ndx'™ = KN Alt(de" ® - - - ® da'*).

Logo,

dz A--- Nda™ (e, ... e, ) = kK Alt(dz" @ --- @ dz'™*)(e;,, ..., e;,)
1

— 1 (a. i )
= k!H Z sgno da' (e, ) - dz' (e, )
€Y,
— it gk
- Z sgno 510(1) (5ia(k)
€Y,
= 1’
1 —
onde 6} =< P=a
0, p#4q
(b) Seja A(vi,...,Vk) a matriz que se obtém seleccionando as colunas iy, ..., da ma-
triz cujas linhas sdo vi,...,vg. Pela definicdo de produto exterior, dx"™ A --- A
dz'® (v1,...,vE) é uma fungdo multilinear alternante das linhas de A(vy,...,vy). Pela

alinea anterior, o valor desta funcdo quando A = I, é 1. O determinante é a (nica
funcdo que satisfaz estas trés propriedades, portanto

dz' A Nda™ (v, ..., vy) = det A(ve, ., V).
. Dado um vector v = Z?:l vie; € R3 é possivel associar-lhe um covector-1, wy, dado por
wy = videt + vida? + v3dad,
e um covector-2, €, dado por
Qy = vida® Ada® +v?da® A da! +vPdat A da?
Mostra-se que

(i) wy Aww = Qyxw, Vv,w € R3? (onde x designa o produto externo em R3)
(i) wy AQw = (v-w)dz! Ada? Adx3, Vv, weR?

Verfique estas férmulas no caso em que v = V2e1+v3es+v5e; e w = me| +m2es+es.

Resolucao:



(i) Temos

el €9 €3

vxw=|v2 V3 5 = (V31 —Vbr?)er+ (Vir—V2r3)es + (V212 —V/37)es,

s 772 7T3

logo
Qusw = (V312 — V512 dy A dz — (VBr — V2r?)da A dz + (V2r% — V3r)dx A dy.
Por outro lado,
wy Awy = (V2dz 4+ V3dy + V5dz) A (rdx + m°dy + m°dz)
= (V21?2 —V3r)dz Ady + (V21 — Vbm)da Adz + (V372 — V%) dy A dz

QVXW

wy A Qw = (V2dz + V3dy + V5dz) A (mdy A dz — w2dx A dz + wdx A dy)
=2rdx A dy A dz — V3r%dy A dx A dz 4+ V5Er3dz A dx A dy

= (V21 + V372 + V5r¥)da A dy A dz
= (v-w)dz ANdy Ndz

6. Calcule os pull-backs das formas seguintes pelas aplica¢des indicadas
(a)
(b) w=
(c) w = xdxNdy+ydzNdz+zdzNdy por (x,y,z) = g(0, ) = (sen ¢ cos b, sen psen b, cosp)
(d) w= (22 +y?)dx Ady A dz por (z,y,2) = g(p,0,2) = (pcosh, psenb, z)

w

2+y2dl’ + =z dy por (z,y) = g(#) = (cosb,senb)
= 22dx + y%dy por (z,y) = g(r,0) = (rcosf,rsenf)

Resolucao:
(a) g"(w) = db;
(b) g*(w) = r?(cos® O + sen® O)dr + 13 cos § sen §(sen § — cos 0)d0);
(c) g*(w) = —(sen? p cos @ cos f + sen? psen? O + sen p cos? p)df A dy;
(d) g*(w) = pdp A db N dz

7. Calcule a derivada exterior das seguintes formas

() w=ay+ eV’

(b) w= (z +log(z + 2))dx + xzdy + arctg(y + z)dz
(c) w=x3dy A dz + ye*dz A dz

(d) w=>Y ", a'ds’

Resolucao:



(b)

&
| |

<2xe‘” AL y) dx + <2ye‘” AL :J:) dy;

1+(y+z l‘) dy/\dzfﬁdx/\derzdx/\dy;

(c) dw—(S:E )dm/\dy/\dz
(d) dw =



