3% Ficha de Exercicios de AMIII

Resolucao Sumaria

. Escreva fA fdV5 como um integral iterado nas duas ordens de integracdo possiveis, onde o
conjunto A é:

(a) O tridngulo de vértices (0,1), (1,1) e (1,0);
(b) A regido entre os graficos x = 3% e x = 2y%, com 0 < y < 1;

(c) A regido do 1° quadrante limitada pela recta x + y = 1 e pela circunferéncia unitaria
centrada na origem.

Resolugdo:
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. Escreva fA fdV3 como um integral iterado numa ordem de integracdo a sua escolha, onde
o conjunto A é:

(a) A regido dada pelas condicdes # >0,y >0, 2> 0, x +y+z>leax?+3%+22 < 1;
(b) A regido limitada pelos planos t =0, y =0, 2 =0,z +z2=1ley+2z=1;

Resolucao:
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(b)
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3. Inverta a ordem de integracdo nos seguintes integrais iterados:

(a) /07r [/_S:: f(w,y)dy] d;
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Resolucao:
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4. (a) Prove que o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fun¢do mondtona (em
sentido lato) f: R — R tem medida nula.

(b) Prove que o centrdide da unido de dois subconjuntos de R™ disjuntos e mensuraveis a
Jordan pertence ao segmento de recta unindo os centrdides desses conjuntos.

Resolucao:

(a) Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de f. Vamos mostrar que D
€ numerdvel e portanto tem medida nula. Basta mostrar que o conjunto D, =
{z € [-n,n] | f é descontinua em =} é numeravel, para todon € N, pois D = US° | D,,.
Podemos também supor que f é crescente, pois, se f for descrescente, — f é crescente
e tem os mesmos pontos de descontinuidade.
Suponhamos entdo que f: [-n,n] — R é crescente. Para cada m € N, considere-se o
conjunto

Dy = {we ol | tim sl i sio) > L0

Como #D;' <m e D, =U_; D", concluimos que D,, é numerdvel.



(b) Sejam A, B C R subconjuntos disjuntos e mensurdveis a Jordan com centrdides p e
q, respectivamente. O conjunto AU B é mensurdvel a Jordan pois xauB = x4 + XB €
XA, XB Sao integraveis a Riemann. A i-ésima coordenada seu centrdide, r, é dada por

7 1 ) 1 4 i
T:W/ den:VOl(AUB)</:L‘an+/den>
AUB A B

Vol(4) 1 i Vol(B) 1 i
= YoI(AUB) Vol(A) / r'dVi, + Vol(AUB) Vol(B) /Bx dVn

Vol(A) Vol(B) i
Vol(AUB) P P+ Vol(aum) 4 -

Concluimos que r = VX?KS%p%— VX%@B) g, 0 que implica que r pertence ao segmento

de recta unindo p e q, pois

Vol(A) Vol(B) 1 Vol(A) Vol(B)
Vol(AUB) + Vel(AUB) — Vol(AUB)® Vol(AUB)

> 0.
5. Considere o sdlido
A={ys) e B |24y <2 < V=2 =P

(a) Escreva o volume de A como um integral iterado nas ordens de integra¢do dzdydz e
dxdydz.

(b) Calcule o volume da A.

Resolucao:

()

v = [ ([ ([ )
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(b)
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(s 7).

6. Considere a seguinte regido contida em R?

V:{(w,y,z)ERg|(\/x2+y2—1)2§z§1,x20,y20,320}.



(a) Escreva uma expressdo para o volume de V' em termos de integrais iterados da forma

J(J ([ dx)dy)dz=.
(b) Seja f(x,y,z) = x. Calcule [[[,, fdVa.

Resolucao:

(a) Os cortes com z constante formam quartos de coroas circulares no plano Oy, com
x,y > 0, raio exterior dado por 1 + +/z e raio interior dado por 1 — 1/z. Logo temos,

1 -z (1+v2)?—y? 14+/z (1+v/2)2—¢2
Vol(V):/ / / dr | dy + / / dr | dy | | d=.
0 0 (1=v2)?—y? 1-z 0

(b) Em coordenadas cilindricas temos = = pcos 6, logo,

Jlfems= [ ([ ([ o) o)

2
= | == 1 = 575

. Seja C' um cone recto, homogéneo, de altura h, didmetro d e massa M. Calcule o centro
de massa de C' e o seu momento de inércia em relacdo ao eixo de simetria.

Resolugao: Seja o a densidade de massa de C' (que é constante, pois C' é homogéneo). O
cone tem a seguinte forma

C= {(m,y,z) eR?| %\/:U2+y2§z§h},

pelo que a sua massa é

d
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O centro de massa tem coordenadas (7,7, z), com

e [ oras=o=s= [ff o
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O momento de inércia de C' em relac3o ao eixo de simetria L é

IL:///ad%dvg:/:Tr (/Oh (/Oﬁbzapgdp> dz> do




8. Use uma mudanca de coordenadas apropriada para calcular o momento de inércia em relacdo
ao eixo O, de uma placa fina com a seguinte forma

A:{(:z:,y)E]R2|1§:1:y§2,%§y§2x, :1:,y>0},

supondo que a densidade de massa é igual a 1.

Resolugdo: Considere-se a funcdo de classe C!, g: (RT)? — R? definida por g(z,y) =
(wy,%). Esta transformagdo é uma mudanga de varidveis pois tem inversa de classe Ct,
g (u,v) = (/% uv). Como A C g((R*)?) podemos aplicar a férmula de mudanca de
varidveis para obter

2 2 2
Iy://xQd%:// (\/E> 1dV2:/ /Z‘de du=".
A g 1(A) v) 2v 1 1 2v 8

=2 — 9y
x :

onde usamos )8

9. Para cada a > 0, seja B, (a) o seguinte conjunto
By(a)={(z',...,a") e R" | [z!| + -+ [|2"| < a},

e seja V,,(a) o volume n-dimensional de By, (a), i.e., Vy(a) = [--- an(a) dz'---dz™. Mostre
que

(a) Vala) = a"Vir (1)
1
(b) V(1) = Vo (1) / (1= fal e 2y, ),

2na’l’b

n!

(c) Vala) =
Resolucao:

(a) Usando a transformagdo de coordenadas g(x) = ax, vem

xM@5/ mmz/ uwﬂ@mF/'awm:wmm.
Bp(a) g~ 1(Bn(a)) B (1)

(b) Note-se que

By(l)={xeR" |||+ +[z"7"| <1 |2"[}
={xeR"|(z',...,2" ") € Bpo1(1 — |2"]), 2" € [-1,1]},

logo, aplicando o Teorema de Fubini e a alinea anterior, obtemos
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10.

n!

2 2 2 A A
n n—1 1 '

Vi(a) = a" V(1) = a” <

O construtor de avides e helicpteros militares United Fighter Objects tenciona testar proxi-
mamente o seu primeiro protétipo UFO-0. A fuselagem do UFO-0 tem a forma aproximada
de um cilindro sélido homogéneo de raio 7, altura h e massa M. As suas asas podem ser
consideradas como uma placa rectangular homogénea de comprimento [, largura w e massa
m, colocada a meio da fuselagem passando pelo eixo de simetria desta. Calcule o momento
de inércia do UFO-0 em relagcdo ao seu eixo de simetria.

Resolucdo: A fuselagem e as asas do UFO-0 tém, respectivamente, a forma dos subcon-
juntos de R3,

h
F:{(:E,y,z)E]R3|:E2+y2§r, |z|§2}

l
A={@ e o=0 i<y kY]

onde se removeu a interseccdo entre a placa e o cilindro. Assim, designando, respectiva-
mente, por o; e 0, a densidade de massa da fuselagem e das asas, as contribuicoes de F' e
A para o momento de inércia s3o

L(F) = ///F(g[;2 + 1) pdVs = /027r (/Or (/gh p3o'fdp> dp> do
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Substituindo

M M m m

P T Nols(F) — wr2h’ 7% T Volo(A)  w(l - 2r)

nas expressoes acima e adicionando, obtemos

M 2
L.(UF0-0) = TT + %(52 + 20y + 4r?).



