22 Ficha de Exercicios de AMIII

Resolucdo Sumaria

1. Mostre que os seguintes conjuntos sdo variedades e indique a respectiva dimens3o:

() S = {(w.9,2) € B a3+ 4% + 55 = 1}
(b) C={(z,y,2) ER® | 2?+y° =a+y+3, a+y+2=1};
() M ={(z,y,z,w) eR* |2 +y? + 22 —w? =1} .

Resolucao:

(a) Seja F(z,y,2) =22+ 9>+ 22 —1. Como S = F~1(0) e DF = [3952 3y2 322] tem
caracteristica maxima (igual a 1), V(z,y,2) € S, pois 0 ¢ S, concluimos que S é uma
variedade-2.

(b) Seja F(z,y,2) = (2> +y> —2—y— 3,2 +y+2z—1). Como C =F~1(0) e a matriz
2r—1 2y—1 0

DF =
1 1 1

tem caracteristica maxima (igual a 2), V(z,y,2) € C, pois (3, 3,0) ¢ C, concluimos
C' é uma variedade-1.

(c) Seja F(z,y,2) = 2®+y*+22—w?~1. Como M = F~1(0)e DF = |22 2y 2z —Qw]
tem caracteristica maxima (igual a 1), ¥(z,y, z,w) € M, pois 0 ¢ M, concluimos que

M é uma variedade-3.

2. Calcule o espacgo tangente e o espaco normal a cada uma das variedades seguintes nos
pontos indicados:

(@) S={(z,y,2) eR? |2 + 4>+ 2* =1}, em (0,0,1);

(b) C={(z,y,2) eR¥ |2 +y? =2+ y+3, a+y+z=1}, em (3,4,-1);
() M ={(z,y,z,w) € R | 2? + y? + 22 —w? =1}, em (1,1,0,1).
Resolucao:

(a)

Tt..8 = span{(0,0,1)}
DF(0.0,1)=o 0 3] =¢ ©
TS = span{(1,0,0),(0,1,0)}



pr L 1= 2.0 0 | Tga @ = span{(2,0,0),(LL L)}
111 T(%’%’_l)C = span{0,1,—1)}
(c)
DF(1,1,0,1) = |2 2 0 _2]:> T(Jl_,l,O,l)M = span{e; + e —eq}
Ti1,01)M = span{e; —ez,e; + ey, e3}

. Considere a curva C C R? descrita pelas equacdes z +y +2 = 1 e 22 + > + 22 = 1.
Determine os pontos que o plano ortogonal a C' é vertical.

Resolucdo: Seja F(z,y,2) = (v +y+2— 1,22 +y?> + 22 — 1. Temos M = F~1(0) e

1 1 1
rank DF(z,y, z) = rank =2, VY(z,y,z) € C,
20 2y 2z
pelo que T(J:;’y’Z)C = span{(1,1,1), ((z,y,2)}. Portanto,

T(J:;N%Z)Cé vertical < e3 € span{(1,1,1), (z,y,2)} A|(x,y,2) € C]
& r=yN|@yz2) €]
& (z,y,2) € {(0,0,1),(%,%,—%)}.

. Determine se os conjuntos seguintes sdo variedades.

(a) Ml = {(m,y,z) € Rg | y2 - (mQ +Z2)2 = 0}1
(b) My = {(z,y,2) € R® |y — (arctan(z? + 2?))* = 0}.

Justifique as suas respostas.
Resolucao:
(a) De
v — (22 22)? =0y =+(z? +27),

concluimos que ndo existe nenhuma vizinhanca U de 0 € M; tal que M1 NU =

Grafico(f) N U, com f:R? — R. Portanto, M; n3o é uma variedade-2;
(b) De

y? — (arctan(z? + 22))® = 0 & y = arctan(2” + 2%),
segue My = Grafico(f), onde f(z,z) = arctan(z? + 22), logo Ms é uma variedade-2.

2 — 42, no ponto

. Escreva a equagdo do plano tangente ao gréfico da fungdo f(z,y) = =
(2,1,3).

Resolucdo: Seja F(x,y,2) = 2 — 22 +y? e p = (2,1,3). Temos, Grafico(f) = F~1(0),
rank DF(x,y,z)) = rank|[-2z2y 1] = 1, ¥(x,y,z) € Grafico(f), e DF(p) = [-421].
Portanto, a equacdo do plano tangente ao gréfico de f em p é

—4(z—2)+2(y—1) + (= 3) = 0.



6. Sejam a, b, c nimeros reais tais que 0 < a < b < ¢. Determine os pontos do elipséide

.IQ y2 22
E:{(l‘7yvz)€R3|¥+b_2+c_2:1}

mais préximos da origem. Justifique a sua resposta.

Resolucdo: Pretendemos determinar os pontos de minimo de f(z,y,2) = 22 + 4%+ 22 em
. . 7 s 7 . 2

E (que existem pois E é compacto e f é continua). Seja F(z,y,z) = "2—3 + % + 'Z—i -1

Temos,

z(1+2%)=0
V(f+AF)=0 y(1+2)=0
F=0 z(1+2§2):0
R

Considerando separadamente os casos a < b, a = b < ¢ e a = b = ¢ obtemos os seguintes
pontos de minimo de fj, (todos a distancia a da origem)

{(:I:CL?OaO)}; sea<b
{(z,y,0) | 22 +y?> = d®}, sea=b<c
E7 sea=b=c.

7. Determine os extremos da funcio f(z,y,2) = 4 — 22 — 3y? — 522 no conjunto B =
{(z,y,2) € R3 | 22 + y? + 22 < 1}. Justifique a sua resposta.

Resolugdo: Como B é compacto e f € continua, f|p tem maximo e minimo. No interior
de B, os extremos s6 podem ocorrer em pontos criticos:

Vf=0<% (—2z,—6y,—10z) =0 < (z,y,2) = 0.

Para determinar os candidatos a pontos de extremo da fronteira de B, aplicamos o método
dos multiplicadores de Lagrange. Seja F(x,y,z) = 22 + 4% + 22 — 1. Temos,

(A-1)
{V(f+)\F):0 RS ):

8
>/

OJ

F=0 z( 5) =
4yt =1

{(m@hz):(iﬂ,QO) y {(xﬁhz):(oﬁtLo) y {(mﬁhz):(OJLil)

>/

A=1 A=3

Como f(%£1,0,0) =3, f(0,£1,0) =1, f(0,0,£1) = —1 e f(0,0,0) = 4, concluimos que
o maximo de f em B é 4 e o minimo é —1.

8. A companhia de aviagdo comercial On-time-or-Crash.com planeia adquirir uma frota de
avides Boeing 737-600, Airbus A319 e McDonnell Douglas MD-90. De acordo com os
dados do seu departamento técnico, a utilidade de uma frota constituida por « Boeing 737-
600, y Airbus A319 e 2 MD-90 é dada pela funcdo f(z,y, z) = 4\/x+6,/y+2/2. Sabendo



que a On-time-or-Crash.com n3o tem pessoal para operar mais que 28 avibes, determine a
composicio da frota que esta deve comprar.

Resolucdo: O problema consiste em determinar os pontos de mdximo de f em B =
{(z,y,2) € R® | 2,y,2 > 0,2 +y + 2z < 28} (que existe pois f é continua e B é
compacto). Seja p € B um ponto de maximo. Analisando a fun¢do f, facilmente se
conclui que p € {(z,y,2) € R® | 2,9,z > 0, z +y + 2z = 28}. Portanto, ha dois casos a
considerar:

i.p€P={(x,y,2) €R| 29,2 >0, 2+y+ 2z = 28} Aplicando o método dos
multiplicadores de Lagrange, vem

4
r=5=28
V(f+Me+y+z-28))=0 _ ] 5
rT4+y+z2=28 y_>‘12_
Z:v:

i. p€ LiULsU Ls, onde
Ly ={(z,9,0) | x + y = 28}, Lo = {(2,0,2) | x + 2z = 28},
L3 :{(anv'z) ‘ Yy+z= 28}
Basta considerar o caso p € Lj, pois max f|;, > max f|;, e max fj;, > max f,.
Estudando a funcdo g(t) = 4v/t + 6+/28 — t no intervalo [0, 28], obtemos max f|;, =
(52,28 — 12.0) = 491,
Como £(8,18,2) = 28/2 > 41/91, concluimos que a On-time-or-Crash.com deve comprar
uma frota constituida por 8 Boeing 737-600, 18 Airbus A319 e 2 McDonnell Douglas MD-90.

. Considere a curva C' C R? descrita pelas equacdes  +y + 2z =4 e z = x2 + /%

(a) Determine quais sdo os pontos de C' que tém vizinhangas em que pode garantir ser
possivel parametrizar C' usando & como paradmetro.

(b) Utilize a parametrizagdo referida na alinea (a) para determinar um vector tangente a C'
no ponto (1,1,2).

Resolucao:

(a) Seja F(z,9,2) = (x+y+ 2z — 4,22 +y?> — 2). Temos C = F~1(0) e ]a(ay]f‘zﬂ =
‘zly ,11‘ = —1 — 2y. Pelo Teorema da Func¢3o Implicita, para cada (x¢,yo,20) € C tal
que yg # —% existe uma vizinhanca U > (x0,%0,20) € uma funcdo f : R — R? tais
que C NU = Grafico(f) N U e portanto C N U é parametrizada por g(z) = (z,f(x)).
Concluimos que cada (zg,y0,20) € C N {(z,y,2) | y # —4} tem uma vizinhan¢a na
qual é possivel parametrizar C' usando x como parametro.

(b) Da alinea anterior concluimos que g’(1) = (1,f’(1)) é um vector tangente a C' em

(1,1,2). Temos,
OF L oF
/ — e —

oy, z)

—1
11 1 1
9 _1 2 ol



portanto (1,—1,0) € T{;1,9C.

10. Considere o sélido S definido por,

S:{(m,y,z) eR?: a2+ 2 <z <1 —a%—y?; y>0;x>y}.
Descreva detalhadamente os cortes de S perpendiculares aos eixos O, e O,.

Resolucao: O sélido S é uma secgdo de um cone com uma bola de gelado. Como o vértice
do paraboléide z = 1 — 22 — 4% é o ponto (0,0, 1), a coordenada z assume todos os valores
do intervalo [0,1]. Seja p = /a2 4+ y2,ie, p é a distdncia ao eixo Oz. Resolvendo a
equacdo p? + p — 1 = 0, conclui-se que a bola de gelado e o cone se intersectam numa
circunferéncia de raio R = (1/5 — 1)/2, contida no plano z = R.

Assim, para os cortes perpendiculares ao eixo Oz ha dois casos a considerar: z € [0, R] e
z € [R,1]. No primeiro caso o corte é limitado pela intersec¢do com o cone, enquanto no
caso segundo o corte é limitado pela interseccdo com a bola. As figuras 1 e 2 ilustram estes
cortes.
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Figura 1: Corte perpendicular ao eixo Oz, com z € [0, R]
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Figura 2: Corte perpendicular ao eixo Oz, com z € [R, 1]

Das figuras 1 e 2, concluimos que, em S, x varia entre 0 e R. Para cortes perpendiculares
ao eixo Ox ha também dois casos a considerar: x € [0, %] ex € [%,R]. No primeiro caso



a figura que se obtém ¢é limitada a direita pela interseccdo com o plano x = y e, no segundo
caso, a figura é limitada a direita pela interseccdo com a bola e o cone. As figuras 3 e 4
ilustram estes cortes.
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Figura 3: Corte perpendicular ao eixo Ox, com z € [0, %]
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Figura 4: Corte perpendicular ao eixo Oz, com z € [=%, R]
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