1® Ficha de Exercicios de AMIII

Resolucao Sumaria

. Sejam x =rcosf, y =rsenf e g(r,0) = f(z,y).

(a) Exprima g—g e g—g em func3o das derivadas parciais de f.

(b) Mostre que
dg\> 1 (9g\> _ [0f\* [9f\"
<ar> W(ae) —(ax> *(a@)

Resolucao:
(a)

dg of of 99 _ _9of of

5 — Bg cosf + 3y sen 6, 20 — 8xrsen@—i— ayrcosQ.
(b)

99\* 1 (99\* _ [(O\*, (95N (.2 2
99\" L (99\" _ [ (9f 97 0 0)
<8r> + 2 (89 Or + a2y (cos + sen
_(of 2 . of 2
-\ Oz oy )
. Seja g(x,y) = f(x + y,e™). Calcule a derivada parcial D129 em fun¢do das derivadas
parciais de f (recorde que Diag := ;TQagx)-
Resolucao: Temos
Dlg(x7y) = le(LU + Y, exy) + yewyDZf(x + Y, e:l:y%
logo
DIQQ(:L‘a y) :Dllf(x + Y, ea)y) =+ $€$yD12f(m +Y, ea:y) + eﬂ?y(l + $y)D2f($ + Y, ea:y)
+ye™ (Do f(x +y,e") + ze™ Daa f (x + y, e™)).
. Determine e classifique os pontos criticos das fun¢des seguintes:

(a) flz,y)=2® —zy+y?>—22+7, (x,y) € R?
(b) f(z,y) = (x —y+1)?% (x,y) € R?

(c) f(z,y) =sen(x)ch(y), (z,y) € R? (recorde que chy = %)



Resolucao:

(a)
Vi=0& 2z —y—2,2y—x)=(0,0) & (z,y) = <4 2>.

33

Como detH(é ;)(f) =det[? 3] =3>0e trH(é g)(f) =4 > 0, concluimos que
3’3 3’3

H(%%)(f) é definida positiva. Portanto, (3,2) é um ponto de minimo.

(b)
Vi=0&(2@—-y+1),2(z—-y+1))=(0,0) & y=a+1

Como f(z,x+ 1) =0e f > 0, concluimos que os pontos criticos, (z,z + 1), z € R,
sao pontos de minimo global.

()
Vf=0<% (coszchy,senzshy) = (0,0) & (z,y) € {(g +k7r,0> | ke Z}.

A matriz Hessiana, H(g+k7r,0)(f) = [j([)l 381], ¢ indefinida pelo que os pontos criticos,

(5 + km,0), k € Z, sdo pontos de sela.

. Sejam x1,...,%,, € R Determine o minimo e o ponto de minimo da fungdo f(x) =
2

Dt llx = x|

Resolucdo: A funcdo f tem um lnico ponto critico:

Vf:0®2i(x—xi)20<:>x:p:— ! ixi.
i=1

X m
=1

Como f(x)

[[x[[—+oc

tal que f(x) > f(p), para |[x]| > R. O minimo de f em BRr(0) (que existe, pois

400, concluimos que p é um ponto de minimo global: seja R
f

é continua e Br(0) é compacto) sé pode ocorrer no ponto critico p. Logo, f(p)
1 Do D20 (x5 — x;)||? é o minimo global.

. Método dos minimos quadrados. Dados n nimeros reais distintos x1,...,x, € n nimeros
reais y1, - . ., Yn (ndo necessariamente distintos) é, em geral, impossivel encontrar uma recta
y = ax + b que passe por todos os pontos (z;,¥;), parai = 1,...,n. No entanto, é possivel

determinar a fung3o linear f(z) = ax + b que minimiza a soma dos quadrados dos erros

n

E(a,b) = Z (f (=) — yi)z‘

i=1
Determine os niimeros a e b que satisfazem esta condicdo.
Resolucdo: Sejam z = 13" 2, ey = 135" 4. A funcio E tem um lnico ponto
critico:
i (@i =Ty
Yor(azi+b—y;) =0

b=by:=9y—ax
+00, concluimos que (ag, by) é um ponto de minimo global.

Vf—O@{

Como f(a,b)

[[(@,b)[| =00



6. Determine os extremos da fungdo f(x,y) = 22e " %" em R2. Justifique a sua resposta.

Resolucao: Pontos criticos:

z(1—-22%) =0

V=0« 6_3”4_92(23: — 425 2yt =0 = {
zy =10

& (z,y) = (£271,0) ou (z,y) € {(0,¢) |t € R}.

Como f > 0 e f(0,y) = 0, os pontos (0,y), y € R, sdo pontos de minimo global. A

1
matriz Hessiana H 1 = | 7% % 0 1 &definida negativa, portanto, f(i27%,0) =
(£271,0) 0 —V2e 2
272¢72 é um méximo local (de facto, é maximo global, pois f(z,y) W 0).
z,y)||—o0

7. Seja f : R? — R? definida por
f(x,y) = (2* - y*, 2xy).
(a) Mostre que f é localmente invertivel em R2 — {0}, i.e., que dado um ponto qualquer
xo € R? — {0} existe uma vizinhanga V' > xq na qual f ¢ invertivel.

(b) Sera f globalmente invertivel? Justifique.
(c) Calcule Df~1(1,0).

Resolucao:

(a) Temos,

20 -2y 9 9
Jf(z,y) =0< =0<4(z*+y°)=0< (z,y) = (0,0).

2y 2z
Pelo Teorema da Funcdo Inversa, f é localmente invertivel em R? — {0}.
(b) f n3o é globalmente invertivel pois ndo é injectiva: f(z,y) = f(—z, —y).

(c) Seja V uma vizinhanca de (—1,0) na qual f é invertivel e seja f=! a inversa de fiv.
Dado que f(—1,0) = (1,0), vem

8. Seja f :]0, co[xR? — R3 definida por
f(r,0,2) = (rcosf,rsend, z).

(a) Mostre que f é localmente invertivel, i.e., que dado um ponto qualquer xq €]0, co[xR?
existe uma vizinhanga V' 3 x¢ na qual f é invertivel.

(b) Sera f globalmente invertivel? Justifique.
(c) Sendo (z,vy,2) = f(r,0,2), calcule Df~!(x,y, 2).



Resolucao:
(a)
cosf —rsenf 0
JE(r,0,2) = |senf rcosf 0| =1 #0, Y(r, 8, 2) €]0, 0o[xR?
0 0 1

Pelo Teorema da Fungdo Inversa, f é localmente invertivel em 0, co[ xR2.
(b) f n3o é globalmente invertivel pois ndo é injectiva: f(r, 6, z) = f(r,0 + 2, 2).

(c) Seja V uma vizinhanga de (r,6,z) na qual f é invertivel e seja f~! a inversa de fjy .
Temos
cosf senf 0

Df ' (z,y,2)) = (Df(r,0,2)) " = | —senf  cosb
0 0 1

. Considere a funcdo F : R? — R definida por
F(z,y,2) = (z° + y*)* = 2%,
(a) Quais os pontos da superficie de nivel F~1(0) em que o Teorema da Funcdo Implicita

n3o garante a existéncia de uma vizinhanga na qual o conjunto é da forma z = f(z,y)?

(b) Esboce o conjunto de nivel F~1(0). O que pode dizer sobre os pontos que determinou
na alinea anterior?

(c) Seja f a fungdo cujo grafico descreve F~1(0) numa vizinhanga do ponto (1,0,1).
Calcule Df(1,0).
Resolucao:

()

< (z,y,2) =0

%—I;(m,y,z) =0 o —2z=0
F(xz,y,2) =0 F(z,y,z)=0

O Teorema da Fungdo Implicita ndo garante a existéncia de uma vizinhanca de 0 na
qual o conjunto é da forma z = f(z,vy).

(b) O conjunto de nivel F~1(0) n3o é o grafico de uma fungdo 2z = f(x,y) em nenhuma
vizinhanca de 0.

(c) Resolvendo a equagio

oF oF

obtemos Df(1,0) = {2 0]



10. Um Airbus A340 voa a 900 kmh™! num corredor Este-Oeste, a 10000 m de altitude, en-
quanto um Boeing 777 segue a 800 kmh™! num corredor Sul-Norte, a 11000 m de altitude.
Determine a velocidade de aproximagdo dos dois avides (ou seja, a taxa de variagdo da
distdncia entre os avides), quando o A340 e o 777 se encontram a 300 km e 400 km,
respectivamente, dos pontos em que os corredores estio mais préximos.

Sugestao: tente resolver o problema sem parametrizar as trajectérias dos avides.

Resolucao: Consideremos um referencial com origem no ponto em que os corredores estdo
mais préximos. Sejam (x4,ya,24) € (xB,yB, 2B), respectivamente, as posi¢des do Airbus
e do Boeing e seja d a distancia entre os avides. Temos,

d® = % + yh + (24 — 28)°,
logo,
rhxA + YpYB
-
Portanto, no ponto em causa, a velocidade de aproximacio, d’, é dada por

d =

=900 x 300 — 800 x 400
N 500

d — —1180kmh™.




