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1. Considere o conjunto

(a)

(b)

S={(z,y,2) ER® | z —zy =1} .

Mostre que S & uma variedade de dimensdo 2;

Resolucdo: S é descrita pelos zeros da funcio F' : R? — R dada por F(z,y,2) =
1+ zy — 2, que & de classe C*. Como, VF(z,y,z) = (y,x,—1) nunca se anula,
concluimos que S é uma variedade de dimensdo 3 — 1 = 2.

Determine a distancia de S a origem;
Resolucdo: Para calcular a distdncia de S a origem, vamos determinar ofs)
ponto(s) de S que se encontra(m) mais préximo(s) da origem, ou seja ofs)
ponto(s) (z,y,2) € S que minimizam d*(z,y,z) = x* + y* + 2%, o quadrado
da distancia do ponto (z,y, z) a origem.
Trata-se pois de um problema de extremos condicionados, cuja solucdo pode ser
obtida recorrendo ao método dos multiplicadores de Lagrange: Consideramos a
funcdo

g(z,y,2,\) =2 +9° + 22 — N1+ 2y — 2)
e determinamos os seus pontos estacionarios:

2 — Ay =0,
2y — Ax =0,
22+ A =0,
1 +ay = 2.

Vg(z,y,z,\) =0 —

As primeiras trés equacdes podem ser escritas como um sistema linear:

2 =X 0, T 0
X 2 0 |lyl=]0
0 0 2 z —A
Este sistema linear tem sempre a solugdo x = 0, y = 0, z = —A/2. A quarta

equacdo diz-nos que para esta solucdo z = 1. Se o determinante da matriz do
sistema, que & 2(4 — A\?) for ndo nulo, esta é a Gnica solugcdo. Se for nulo entdo
A = £2 e obtemos:



(1 val.)

(2val) 2.

(2 val.) 3.

e \=2: x=yez=—1. A quarta equacdo fornece 1 + 2> = —1 que ndo
tem solucdes;

e \=—-2 1 =—yez=1 A quarta equacdo fornece 1 — 22 = 1, ou seja
x = 0;
Em qualquer caso, (z,y,z) = (0,0,1) e A = —2 é a Gnica solugdo do sistema.

Por outro lado, a funcdo distancia é limitada inferiormente e S é um conjunto
fechado, pelo que a solugdo encontrada, i.e., o ponto (0,0,1), € um ponto de
minimo. (Note-se que S é ilimitada e que a funcdo distdncia a origem ndo é
limitada superiormente em S.) Concluimos que a distdncia de S a origem é
d(0,0,1) =1.
(c) Calcule a dreade SN {(z,y,2) e R? | 2* + ¢y < 1}.

Resolugdo: Seja D = {(x,y) € R? | 2?4+ y* < 1}. Consideremos a parametriza-
¢do g: D — S dada por g(x,y) = (z,y,1 + xy). Temos,

V) = [[ Vel DgTDg) dvaw) = [[ VIFFE R dVatan)
:/027r </Olrmdr> d@z%r [(14—7”2)3};
:%”(2\/5—1).

Considere o sélido
V= {(x,y,z) ER?|z,y,2>0, 222 <2® +y < 22+1}.
Calcule a massa do sélido V' sabendo que a densidade de massa é dada por f(z,y,2) = =.

Resolucado: Utilizando coordenadas cilindricas, vem

/2 1 21
M:/ </ (/ pzdp)dz)d&
0 0 V22

™ ! ™
= — 1—2d = —,
4/OZ< Sz =15

Usando coordenadas cartesianas, escreva uma expressao para o seguinte integral iter-

ado )
3 1 o Taend )
/ / / p’dp | dz | db.
0 0 0

1—2
cos O+sen 0

Sugestdo: Escreva a equacgdo p = em coordenadas cartesianas.
Resolucio: Observando que o Jacobiano das coordenadas cilindricas é p e que
1—=2

=————— & pcosb+psenf=1—zr+y+z2=1
cos 6 4 sen 6

p

temos

z 1 Y Ay 1 pl—z pl-z—y
/ / / pPdp | dz | do = / / / (2% + y*)dxdydz.
0 0 0 o Jo 0



4. Considere a superficie S = {(z,y,2) e R® | 2> +y*+ 22 =1, x,y > 0} e o campo
vectorial F = (z,y, —z). Calcule [((V x F) - ndV,, onde n é o campo unitario,
normal a .S, tal que n' > 0,

(2 val.) (a) usando o Teorema de Stokes para campos vectoriais;
Resolucido: Pelo Teorema de Stokes,

/(VxF)-ndVQ:/ F - dg.
s a3

O bordo de S pode ser parametrizado por g1, g :]0, 7[— R? dadas por

g1(6) = (0,senf, — cos 0);
g2(0) = (sen 6,0, cosb),

que induzem a orientacdo resultante da regra da mio direita. Consequentemente,

/(VXF)«ndVQ:/ F.dg

s as

= / (—cosf,sen 6, 0) - (0, cos b, sen 0)dd +/ (cos®,0,—senf) - (cos@,0, —sen )dod
0 0

= / (senfcosf + 1)df = .
0

(2 val.) (b) usando o Teorema da Divergéncia.

Resolucdo: Como é sabido, V - (V x F) = 0. Designamos por U o aberto
limitado por S e pelos planos x = 0 e y = 0, e por T} e T as porcdes de QU
contidas nestes planos. Pelo Teorema da Divergéncia temos entdo (notando que
n é a normal exterior a U)

(V x F)ndV, = / V-(VxF)dV; = 0.
U

/S<v « F)~ndV2+/Tl (V x F)~ndV2+/

T

Observando que d(zdx + ydy — xdz) = 2dz A dz, facilmente se conclui que
V x F = (0,2,0). Dai que

/ (VxF)~ndV2:/(0,2,0)~(—1,0,O)dV2:/ 0dV, =0

Ty T Ty

e

| @ xEmav= [ 0200.-L0jav = [ (-2)dv = —2v(m) - .
Ts T T1

donde mais uma vez

/(VxF)-ndVg:W.
s



5. Sejam ~; e 7, duas circunferéncias de raio 1 centradas em (0,0) e (3,0), € 73 uma
curva simples fechada como na seguinte figura:

Y

AR
NN

Considere a forma-1 em R?\ {0} definida por w = —($29f;’2)2d:p+ (x2_“;22)2dy. Com as
orientacdes indicadas na figura, calcule:

(1 val.) (a) fﬁﬂ w

Resolucdo: A parametrizagdo g :]0, 2rr[— R3 para ; dada por
g(0) = (cosf,send)
é compativel com a orientacdo indicada na figura. Como

g*w = cos® 6d#,

/ w:/ cos? 0db = .
Y1 10,27 [+
(1 val.) (b) [,w

Resolucido: E facil ver que

temos

dw = 0.

O aberto R* x R & um conjunto em estrela contido no dominio de w; pelo Lema
de Poincaré, w é exacta neste conjunto. Uma vez que 7, C R™ x R, concluimos
(1 val.) (0 |.w

que
/ w=0.
Y2
Y3

Resolucdo: Uma vez que 3 & homotépica a 7, em R? \ {0}, concluimos que

Jo=[w=m
3 71



(2 val.) 6. Mostre que a equagdo

Y 2 1 2
/ eryt=t dt:/ e v dt
—00 —00

determina y como fungdo de  numa vizinhanga de (0, 1) e calcule 2(0).
Resolucao:

Seja f(z,y,t) = e~ Note-se que f(x,y,—) é mensuravel, Vz,y € R, pois é
continua (alias, f é de classe C*°). Como

f(x,y,1)

e lth Jf—o0

concluimos que f(x,y, —) € L'(R), Va,y € R, pois el € L}(R).

Consideremos as funcdes F': R? — R e G: R?* — R definidas por

G(z,y, 2 / flx,y,t)dt = / flz,y,t dt+/fxy,

Note-se que F(z,y) = G(z,y,y) e que a equacdo do enunciado é F(z,y) = F(0,1).

Uma vez que f(a:, Y, —) é continua, segue do Teorema Fundamental do Calculo que

2

T | s = e e

Para (z,y,t) tal que |z|, |y| < 2, temos

acyt—t2

< h(t) = 2|t]e*=*

)yte

‘ J:yt—t2

Ora h € L'(R), pois h & continua e h(t)/e” !y —— 0, portanto podemos aplicar a

|t|—o0

regra de Leibniz para obter

oG z oG ‘
B = / yte:"“yt”52 dt, 8—y = / sttt Ve |zl yl < 2.

(e 9]

Assim, temos

OF o)=L+ L >—/y
8?/ 719 - ay 7yay 82 7y7y -

oF oG
%(%y) = a—x(fv,y,y)'

rte™ =t dqt + flz,y,y)

— 00



(3val.) 7.

Em particular, %—5(0, 1) = f(0,1,1) = e # 0 e portanto, pelo Teorema da Funcio
Implicita, a equagdo F'(x,y) = F(0, 1) determina y como fungdo de = numa vizinhanca
de (0,1). Derivando a igualdade F'(x,y) = F(0,1) em ordem a x, obtemos

1

9E(0.1 1 —t241 1
W gy~ 20D ;:—e/ te™" dt = lim 62 =:.

T 9F PN

e}

Seja S C R?® uma variedade-2 e seja F: : R* — R? um campo vectorial de classe
C* tal que F é ortogonal a S, ou seja, F(x) € TLS, Vx € S. Mostre que V x F &
tangente a S, ou seja, (V x F)(x) € 14 S, Vx € S

Resolucdo: Suponhamos que V x F ndo era tangente a S; entdo existiria algum
ponto de S no qual (V x F)-n > 0, para um vector normal unitério a S apropriado
n. Uma vez que F & de classe C'!, V x F é continuo, e portanto seria (V x F)-n > 0
em SNU (que podemos supor orientavel), para alguma vizinhanga aberta U do ponto
considerado. Sendo v C SNU uma curva fechada bordo de uma variedade-2 compacta
> C SNU, teriamos ent3o pelo Teorema de Stokes

/F«dg:/(VxF)«ndVQ>O.
07 P

Mas por outro lado

/F~dg:/F-7-dV1:/OdV1:O,
Y Y il

uma vez que o vector tangente unitario 7 a y é tangente a S e F é ortogonal a S.
Concluimos que V x F tem que ser tangente a S.

Alternativamente, sabemos que localmente S é dada por ®(x) = 0, onde V&(x) # 0
gera o espaco normal a S no ponto x € S. E possivel mostrar que localmente um
campo F ortogonal a S terd que ser da forma F = aV® para alguma funcio o de
classe C!. Portanto

VXF=Vx(@V®)=VaxV®d+aV x (VP) =Vax Vo,

e portanto V x F é ortogonal a V®, ou seja, é tangente a S.



