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Duração: 1 hora e 30 minutos.
Apresente todos os cálculos e justificações relevantes.

1. [2.5] Seja A um anel e seja 0 → M → N → P → 0 uma sucessão exacta de
A-módulos tal que P é livre. Mostre que a sucessão se cinde.

2. Seja A um anel comutativo e seja M um A-módulo. Recorde que M∗ := homA(M, A)
é um A-módulo. Mostre que:

(a) [2.5] se {Ni}i∈I é um conjunto de A-módulos então
(⊕

i∈I Ni

)∗ ∼= ∏
i∈I N∗

i ;

(b) [2.5] se M é livre de dimensão finita então M∗ é livre com a mesma dimensão.

3. [2.5] Seja M um grupo abeliano. Mostre que M ⊗Z Zm
∼= M/mM (como grupos

abelianos).

4. [2.5] Mostre que Q⊗Z Q ∼= Q (como grupos abelianos).

5. [2.5] Determine se os grupos abelianos Z20 ⊕ Z10 ⊕ Z24 e Z50 ⊕ Z12 ⊕ Z8 são
isomorfos.

6. [2.5] Sejam G1 e G2 grupos abelianos finitos tais que, para todo n ∈ N, G1 e G2

têm o mesmo número de elementos de ordem n. Mostre que G1
∼= G2.

Sugestão: Comece por reduzir ao caso em que |G1| = |G2| = pm com p ∈ N
primo e m ∈ N.

7. [2.5] Seja p ∈ N um primo. Mostre que as seguintes matrizes de Mp(Zp) são
semelhantes: 

0 · · · 0 1

1
. . .
. . .

0 · · · 1 0 0
0 · · · 0 1 0

 ,


1 1 0 · · · 0
0 1 1 · · · 0

. . .

0 0 · · · 1 1
0 0 · · · 0 1

 .

Sugestão: Note que xp − 1 = (x− 1)p em Zp[x].


