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. Seja m 0 homomorfismo N — P da sucessdo. Seja B uma base para P. Para cada e € B escolha-
se v. € N tal que 7(v.) = e (0 que é possivel, pois 7 é sobrejectivo). Seja s: P — N o (nico
homomorfismo tal que s(e) = v.. Ent3o s é uma sec¢io para , i.e. wo s = idp (pois Ve € B
m(s(e)) = e). Logo a sucessido cinde-se.

. (a) Seja js € hom(Ny,@P,.; Ni) a inclusdo natural. Pela propriedade universal da soma directa,
a aplicacdo f +— &(f) := (foji)ier: (B;c;r Ni)* — [;e; NiF € bijeccdo. Basta mostrar que
¢ é um homomorfismo de A-mddulos:

o(f+9)=((f+9g)oji)ier = (foji+goji)ier = (foji)ier +(goji)ier
SNf) = ((Af) o ji)ier = (A(f 0 ji))ier = A(f © ji)ier-

(b) Seja I um conjunto finito tal que M = @, _; A. Pela alinea anterior, temos M* =[], A* =
[lic; A=, A. Portanto, M* é livre e dim M* = dim M = [I].
Usamos o seguinte resultado: A* = A. O isomorfismo é dado por f — f(1). O seu inverso é
dado por A — (a— a- \).

. Sejam ¢: M X Zy, — M/mM e p: M — M ® Z,, dadas por ¢(v, [k]) = kv +mM e ¢(v) =
v ® [1]. Note-se que o estd bem definida pois mv + mM = mM. Como ¢ é bilinear existe
® € hom(M®Z,,, M/mM) tal que g(v®[k]) = ¢(v, [k]). Uma vez que ) é linear e mM C ker 1),

existe ¢ € hom(M/mM, M ® Z,,) tal que 1(v +mM) = )(v). Temos

B +mM)) = §v e [1]) = v+mM

(G @ (k) = (kv +mM) = (kv) @ [1] = v @ [K].
Como os elementos da forma v ® [k] geram M ®y Z,,, temos ¢ = {/}1 e portanto M ®z Z,, =
M/mM.

. Seja ¢: Q x Q — Q a operagio de multiplicagio. Como ¢ é bilinear, existe ¢ € hom(Q ®7 Q, Q)
tal que ¢(r ® s) = ¢(r,5) = rs. Seja ¢ € hom(Q,Q ®z Q) dado por ¥(r) = r® 1 (¢ é um
homomorfismo pois ® ¢ bilinear). Parar € Q, m € Z e n € Z — {0}, temos Y(o(r® (2)) =
(M) @l=~L@It=ItgR - r@ ™ eq¢(r)) =r-1=r. Logo = ¢!, pois os elementos
da forma r ® > geram Q ®z Q. Portanto Q ®z Q = Q.

. Os grupos n3o sdo isomorfos pois tém decomposicdes em factores ciclicos primarios diferentes:
Lo ® Ly ® Ly D L3 D (Ls)? e Lo ® Ly ® ZLs D Lz b (Los).

. Se dois grupos abelianos finitos G; e G2 tém o mesmo nidmero de elementos de ordem n, para
todo n € N, dizemos que (G, G2) satisfaz a propriedade P.

Suponhamos que (G1, G2) satisfaz P.

Seja p um primo. Definimos G(p) := {z € G | 3k € N : p*x = 0}. Note-se que G(p) é um p-
grupo. Visto que G(p) = {x € G | 3k € N : ord(x) | p*}, concluimos que (G (p), Go(p)) satisfaz
P. Como G = &) primoG(p), podemos supor que G1 e G2 sdo p-grupos. Supomos também (sem
perda de generalidade) que G5 ndo tem mais factores ciclicos primérios que Gj.

Dado um p-grupo A, definimos Ni(A) = [{z € A | ord(z) | p*}|, k € N. Note-se que Nj(A) —
Ni_1(A) = {z € A | ord(z) = p*}|, logo um par de p-grupos (A, A’) satisfaz P sse Vk
Ni(A) = Ni(A).




Seja p™i a ordem maxima dos elementos de G;. Por P, temos p™t = p™2 =: p™. Se G, é

ciclico, vem G1 = G2 = Z,~. Caso contrario, existem p-grupos abelianos A; e A, tais que
G; = A; ® Zym. Dado (z,y) € A; ® Zym, temos pk(z,y) = 0 & pFx = 0 A pFy =0, pelo que

Ni(G3) = Ni(Ai) N (Zym ).

Logo Ni(A;1) = Ni(Az) e portanto (Aj, Ay) satisfaz P. Por indugdo no nimero de factores
ciclicos primarios de Gy, concluimos que G| = Gs.

. Seja T': k™ — k™ a transformacg&o linear representada na base candnica pela matriz A = (a; ;).
A matriz A é a forma racional para T. Portanto o k[z]-médulo M associado a T é isomorfo a
k[z]/(f(z)), onde f(z) = a? — S-P~) ¢;a* com ¢; = aiy1,. Ou seja, f(z) = 2? — 1. Como
2P —1 = (x—1)P, temos M = k[x]/{(x — 1)P). Pelo Teorema de existéncia da forma canénica de
Jordan, existe uma base para k™ em que T é representada pelo bloco de Jordan B. Em particular,
A e B s3o semelhantes.



