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Aufgabe 1 (Lip(y) fiir v > 1)
Sei v > 1. Sei f:[0,1] — R eine Funktion, so dass

[f(@) = fy)l < |z —y[”, Va,y€[0,1].

Zeigen Sie, dass f konstant sein muss.

Aufgabe 2 (o-Algebren und Mafe)
Widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a) Seien A;, Ay zwei o-Algebren auf einer Menge X. Dann ist auch die Vereinigung A; U As eine o-Algebra auf X.
(b) Fiir jede o-Algebra A auf X und jede surjektive Funktion f: X — Y ist {f(A4) : A € A} eine o-Algebra auf Y.
(c) Sei v ein Mafi auf (X,.A). Dann gilt fiir jede absteigende Folge (A4;) ey mit A; € Aund Aj41 C A, dass
1/( ﬂ Aj) = jlggo v(A;).
JEN
(d) Seien (X,.A) ein Mafiraum und v : A — R eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
(i) v(0) =o0.
(ii) Fiir alle paarweise disjunkte Familien (4;);en mit A; € A konvergiert 3, v(A;) absolut und
V( U AJ) = ZV(AJ)
jEN jEN

Dann ist |v| : A — [0, 00) ein Ma$.

Aufgabe 3 (Gegenbeispiele)
Finden Sie Funktionen f, f,, : R — R die zeigen, dass folgende Aussagen falsch sind:

(a) Wenn f, f,, integrierbar sind und f,, () — f(z) punktweise fast iiberall, dann gilt

Ah%éf

(b) Wenn f, f, integrierbar sind und [, f, = [ f, dann gilt

t@m—ﬂ%o



(¢) Wenn f, f,, integrierbar sind und
/ |fn - f| — O,
R

dann konvergiert f,(z) — f(z) fir fast alle z € R.

Aufgabe 4 (Kugeln)
Fiir d > 1 sei p das Lebesgue-Ma$l auf R?. Die d-dimensionale Kugel mit Radius 7 > 0 ist definiert als

B? .= {xeRd:x§+w§+...+x3§r2}.

Das Volumen der Einheitskugel B{ bezeichnen wir mit ag := p(B§). Zeigen Sie die Rekursionsformel

21

g = ?Oéd_g fir d > 3.

Aufgabe 5 (Integrierbarkeit und Verhalten im co)
Sei a > 0, und sei f: R — R eine integrierbare Funktion.

(a) Zeigen Sie: Fiir fast alle z € R konvergiert die Reihe ), f(n +x/a).

(b) Definieren Sie nun die Funktion

g(x) = sonst.

/Oa g(x)dx = a/_i f(z)dz.

(c) Beweisen Sie: Fiir fast alle z € R und all @ > 0 gilt

{ > nez f(n+x/a) falls die Reihe konvergiert,
0

Zeigen Sie:

lim n™°f(nz) = 0.
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Wir wiinschen Ihnen schéne, erholsame Weihnachtsfeiertage und ein gutes, erfolgreiches Neues Jahr!



