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’Fﬁr d > 1 sei u das Lebesgue-Mafl auf R4, ‘

Aufgabe 1 (Lebesgue-Punkte)
Sei f : R? — [0, 00] eine Funktion mit [ u({z : f(x) > A})dA < co. Zeigen Sie, dass fiir fast alle 2 € R%:

(a) f(z) < o0.
(b) Es gilt
1
lim —— — f(x)|dy = 0. hier ist Q € R? ein dyadischer Wiirfel
i) 1) = sy =0 (hieris @ y )

Aufgabe 2 (Absolut stetige und singuldre Mafle)
Seien v, 11, v Radon-MaBe auf R

(a) Betrachten Sie die folgenden Bedingungen:

(al)
VECRY: y(E)=0 = v(E)=0.

(a2)

lim sup sup v(E)| =0.
e=0 B p(E)<e

Zeigen Sie: (al) impliziert (a2), aber im Allgemeinen gilt die Umkehrimplikazion nicht.

Falls die Bedingung (a2) erfiillt ist, ist das MaBl v absolut stetig beziiglich p und wir schreiben v <« p. Wir schreiben auch
v 1L pu wenn v sz’ngulc’iﬂ beziiglich p ist. Zeigen Sie:

(b) Sind vy L pund vy L p, soist vy + vy L p.
(¢) Sind 1 < p und vo < 1, 80 ist vy + 1o K p.

(d) Sind v L g und v < p, so ist v = 0.

1Vgl. Definition 1.58 im Skript.



Aufgabe 3 (Faltung von Funktionen)
Seien f, g : R? — R integrierbare Funktionen.

a) Zeigen Sie: Fiir fast alle z € R ist die Abbildung h, : R? — R, die durch
(a) Zeig g ;

he(y) = f(z —y)g(y)

definiert wird, integrierbar.

Die Faltung von f und g ist definiert als

fg(z) = Jga f(x —y)g(y)dy wenn y — f(x —y)g(y) integrierbar ist,
0 sonst.
Beweisen Sie:

(b) Die Funktion f % g : R — R ist integrierbar und

[t a@lin < ([ 1f@ids)( [ latas).

(c) Esgilt: fxg=g=*f.

(d) Ist zusétzlich f stetig und beschrankt, so ist f * g stetig.

() Bffgilt: Trg=73.

Aufgabe 4 (Approximation der Eins)
Fiir ¢t > 0 definieren Sie die Funktion ®; : R — R durch

1=
(4mt) 22

Py(z) =
Zeigen Sie:
(a) Jpa P¢(2x)dx =1 fiir jedes t > 0.
ORAGET R
(¢) @y * Py = Py, fiir alle s,¢ > 0.
(d) Ist f:R? — R integrierbar, so gilt
lim » |f * ®(z) — f(x)|dz = 0.

t—0t

?Die Fourier-Transformation f > fwurde fiir integrierbares f im Ubungsblatt Nr. 7 definiert.



