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Pro Aufgabe sind 10 Punkte erreichbar.

’Fiir d > 1 seien ju, und p das duBere Lebesgue-Ma8l bzw. das Lebesgue-Mafl auf R?. ‘

Aufgabe 1 (Tchebychev-Ungleichung)
Sei f: R? — [0,00) eine Funktion. Sei a > 0 und E, := {z € R?: f(x) > a}. Zeigen Sie:

Aufgabe 2 (Integrierbarkeit und Verhalten im o)
(a) Existiert eine stetige Funktion f: R — [0,00), so dass [, f < oo , aber trotzdem

limsup f(x) = oo

Tr—r 00
gilt? Begriinden Sie Thre Behauptung!
(b) Zeigen Sie: Ist f: R — R eine gleichméfig stetige, integrierbare Funktion, so gilt

lim f(z)=0.

|z|—o00

Aufgabe 3 (Integrierbarkeit und Superniveaumengen)
(a) Sei f:RY— [0,00). Fiir k € Z definieren Sie die Mengen
Ep = {zx € RY: f(x) > 2"} und Fy := {z ¢ R?: 2% < f(x) < 2FF1)
Beweisen Sie, dass die folgenden Bedingungen adquivalent sind:
(i) Die Funktion f hat ein endliches Integral.
(i) Yo 2%u(Fr) < .
(i) Yo 28u(Ex) < oo.
(b) Definieren Sie die Funktionen

|7 |z|=#  wenn |z| > 1,

wenn |x| <1,
“ und - f(z) ::{ 0 sonst.

sonst,

fiz) = { l)x

Zeigen Sie:

(b1) Die Funktion f; hat ein endliches Integral, genau dann wenn « < d.

(b2) Die Funktion fy hat ein endliches Integral, genau dann wenn 3 > d.



Aufgabe 4 (Verfeinerung des Lemmas von Fatou)
Sei p € (0,00). Sei {f, : R — [0,00)} eine Folge messbarer Funktionen, so dass

f(z) = lim f,(z)

n— oo

fiir jedes « € R existiert und endlich ist. Nehmen wir an, dass

sup/R|fn(x)\pdx < oo0.

neN
Beweisen Sie:

(a) Fiir jedes € > 0 existiert ein C, < 00, so dass

a+ - <e€ + Cclal”, Va,be C.
[la+ b7 = [bf?| < elbf” + Cclal?, Va,beC

(b) Es gilt:

i [ 4@ = 1fula) = F@P = 1@ |dz =0

n—oo

Hinweis: Definieren Sie G¢, := (‘\fn|p —\fn—fIP — |f|p‘ —€|fn — f|”) und benutzen Sie Teil (a), um zu zeigen, dass
+

lim G¢

n
n—oo R

=0.



