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’Fﬁr d > 1 sei 1 das Lebesgue-Maf8 auf R<.

Aufgabe 1 (o-Algebra)
Gibt es eine o-Algebra, die als Menge abzdhlbar unendlich ist? Begriinden Sie IThre Behauptung!

Aufgabe 2 (Borel-Cantelli)
Sei {E)}22, eine abzihlbare Familie Lebesgue-messbarer Mengen des RY mit

Z 1(Er) < oo.
k=1

Definieren Sie:
E = {zx € R?: 2 € E}, fiir unendlich viele k}.

Zeigen Sie:
(a) Die Menge F ist Lebesgue-messbar.

(b) u(E) = 0.

Aufgabe 3 (Jordan—Inhalt)H
Der duBlere Jordan-Inhalt J,(FE) einer Teilmenge E C R wird durch

N
Jo(E) =inf Y | L]
k=1

definiert, wobei das Infimum iiber alle endliche Uberdeckungen E C Ui\;l I, mit Intervallen I genommen ist.
(a) Zeigen Sie: J,(E) = J.(E), wobei E der Abschluss von E bezeichnet.

(b) Nennen Sie ein Beispiel von einer abzéhlbaren Menge E C [0,1] mit J,(E) = 1 und pu(E) = 0.

IDas Ziel dieser Ubung ist zu zeigen, dass endliche Subadditivitit nicht reicht, um duBere Mafe definieren zu kénnen.



Aufgabe 4 (Hausdorff-Dimension)

Aufgabe 4 von Ubungsblatt Nr. 3 impliziert, dass das auBere Hausdorff-MaB m}, ein o-additives Mafl auf die Borel-
Mengen ist. Wir beschrénken uns auf die Borel-Megen und schreiben mq (E) statt m(E). Gegeben sei eine Borel-Menge
FE C R, wissen wir schon, dass ein eindeutiges « existiert, so dass

| oo falls f<a
mﬁ(E)_{ 0 fallsa<p

In diesem Fall sagen wir, dass die Hausdorff-Dimension von E gleich « ist und schreiben oo = dim F.
(a) Seien 0 <y <1lund E=F C [0,1]. Sei f: E — R eine Funktion, die
|f(z) — fly)] < M|z —y|" fiirein M < oo und fiir alle z,y € E (1)

erfiillt. Zeigen Sie:
(a1) mp(F(E)) < MPmg(E) fiir § = a/7.
(a2) dim f(F) < % dim E.
Seien nun C C [0, 1] die Cantor-Menge und F die Cantor—FunktionH Beweisen Sie:
(b) Die Cantor-Funktion F erfiillt Bedingung mit E = C und v = log 2/ log 3.
(¢) dim C =log2/log3.

2Beide wurden in der Vorlesung definiert, vgl. Seiten 30-32 des Skripts.



