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Aufgabe 1 (6-Kalkiil)
Sei f: R? — R die Funktion durch f(z,y) = 2% + 3? — 1 definiert. Berechnen Sie das Integral

6(f(z,y))dady.
R2

Aufgabe 2 (Young-Ungleichung)
Sei p,q,r > 1 mit 1/p+1/q+ 1/r = 2. Seien f € LP(R?), g € LI(R?) und h € L"(R?). Beweisen Sie:

| [, 7@ W @)da] < 1o lglncen 11l e

Hinweis: Betrachten Sie die Funktionen

a(z,y) = f@)P" gz — )", Blx,y) = glx — )P h(y)"/?, und v(z,y) = f(@)P/Th(y)"/7,
wobei 1/p+1/p' =1/q+1/¢ =1/r+1/r" = 1.

Aufgabe 3 (3-Volumen in R5)
Seien u, v, w € R® die Vektoren

u:(]‘?2?37475)7
/U:(17O7170’ 1)7
w=(1,1,1,1,1).

Berechnen Sie das 3-Volumen von dem durch u, v, w erzeugten Parallelepiped.

Aufgabe 4 (Gaufischer Satz)

a) Seien z,y € R, so dass 22 + y? < 1. Sei
Y Y
21z
g(z) = zcos (7)

/1= 22 — 2

Berechnen Sie die Ableitung ¢'.
(b) Sei B :={(z,y,2) € R*: 2? + y* + 2% < 1}. Berechnen Sie:

2 2 2
/ 2 + cos (L) —z T sin( ks )dxdydz.
B V1—x2—y? V11— — 2 V1— a2 —y2



Aufgabe 5 (Umordnungen)
Fiir d > 1 sei u das Lebesgue-Maf$ auf R?. Ist A C R? eine Borel Menge mit 1(A) < oo, so definiert man die symmetrische

Umordnung von A, als A* bezeichnet, als der offene Ball mit dem Ursprung als Zentrum und p(A*) = u(A). Die symmetrische,
fallende Umordnung einer charakteristischen Funktion x4 wird als

X = XA

definiert. Ist f : R¢ — (0,00) eine messbare Funktion mit lim|| o f(2) = 0, so definiert man die symmetrische, fallende
Umordnung von f als

@)= [ g
Seien f,g: R? — (0,00) zwei solche Funktionen. Beweisen Sie:
(a) Die Umordnung f* ist eine nicht-negative, messbare, radial symmetrische Funktion, so dass
[ (@) < f(y) wenn |z| = y].
(b) Fir 1 <p < ooist
||f||Lp(Rd) = Hf*”LP(Rd)-

(c) Ist f(z) < g(x) fiir alle € R?, so ist
f*(z) < g*(x) fiir alle z € RY.

(d) Es gilt:
f@)g(x)de < | f*(x)g"(x)dx.
Rd R

(e) Nehmen Sie zusétzlich an, dass f = f* und f(z) < f(y) immer wenn |z| > |y|. Wann ist die Ungleichung in (d) eine
Gleichheit?



