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Für d ≥ 1 sei µ das Lebesgue-Maß auf Rd.

Aufgabe 1 (Gute Kerne)
Seien f : Rd → R eine integrierbare Funktion und {Kδ : Rd → R}δ>0 eine Familie von guten Kernen.1 Zeigen Sie:

(a) Ist δ > 0, so ist die Faltung

(f ∗Kδ)(x) =

∫
Rd

f(x− y)Kδ(y)dy

eine integrierbare Funktion von x.

(b) Es gilt:
‖(f ∗Kδ)− f‖L1(Rd) → 0 wenn δ → 0.

Aufgabe 2 (Integraloperatoren)
Seien 1 ≤ p <∞, r > 0 und h eine nicht negative messbare Funktion auf (0,∞). Beweisen Sie:

(a) ∫ ∞
0

x−r−1
(∫ x

0

h(y)dy
)p
dx ≤

(p
r

)p ∫ ∞
0

xp−r−1h(x)pdx.

(b) ∫ ∞
0

xr−1
(∫ ∞

x

h(y)dy
)p
dx ≤

(p
r

)p ∫ ∞
0

xp+r−1h(x)pdx.

Aufgabe 3 (Flächeninhalt der Sphäre)

Für x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd definiert man ‖x‖2 :=
∑d
j=1 x

2
j . Sei σd das Oberflächenmaß auf der Sphäre

Sd−1 := {x ∈ Rd : ‖x‖ = 1}.

Zeigen Sie:

(a) Für a > 0 ist ∫
Rd

exp(−a‖x‖2)dx =
(π
a

)d/2
.

(b) σd(Sd−1) = 2πd/2

Γ(d/2) .

(c) Ist Bd := {x ∈ Rd : ‖x‖ ≤ 1}, so ist µ(Bd) = πd/2

Γ( d
2 +1)

.

1Vgl. Aufgabe 1, ÜB10.



Aufgabe 4 (Ein zentraler Grenzwertsatz)
Sei f : R→ (0,∞) messbar mit∫

R
f(x)dx = 1,

∫
R
xf(x)dx = 0 und V :=

∫
R
x2f(x)dx <∞.

Definieren Sie rekursiv f1 := f, fk+1 := fk ∗ f . Definieren Sie außerdem gk(x) :=
√
kfk(
√
kx). Beweisen Sie:

(a)
∫
R gk(x)dx =

∫
R fk(x)dx = 1 für alle k ∈ N.

(b) ĝk(ξ) = f̂k(ξ/
√
k).

(c) f̂ ∈ C2(R,C) mit f̂(0) = 1, (f̂)′(0) = 0 und (f̂)′′(0) = −V .

(d) limk→∞ ĝk(ξ) = exp(−V ξ2/2) für alle ξ ∈ R.

(e) Ist φ ∈ C∞c (R), so ist die Fouriertransformation φ̂ in L1(R,C).

(f) Unter der Annahme, dass zusätzlich f ∈ L2(R), es gilt

lim
k→∞

∫
R
gk(x)φ(x)dx = (2πV )−1/2

∫
R

exp(−x2/2V )φ(x)dx

für alle φ ∈ C∞c (R).


