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Aufgabe 1 (Vollstandigkeit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie:

(a) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(a1) Jede Cauchy-Folge (z,,) C X konvergiert in X.

(a2) Fiir jede Menge A von abgeschlossenen Kugeln in X mit den Eigenschaften
(i) VB1,Bs € A, By C By oder By C By
(ii) Ve > 0, es gibt eine Kugel B € A mit Radius < €

gilt
() B#0.

BeA

(b) Jeder kompakte metrische Raum ist vollsténdig.

Aufgabe 2 (Separabilitit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie:

(a) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(a1) X ist separabel.
(az) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine (hichstens) abzéhlbare Teiliiberdeckung.

(b) Jeder kompakte metrische Raum ist separabel.

Aufgabe 3 (Hilbert-Riume iiber R)

Sei H ein reeller Hilbert-Raum und sei A C H eine Teilmenge. Der Komplementdirraum A+ von der Teilmenge A C H ist
die Menge aller Vektoren, die orthogonal zu A sind:

At ={x € H:z Ly fiir alle y € A}.

Zeigen Sie: Der Komplementérraum einer Teilmenge eines Hilbert-Raums ist ein abgeschlossener Untervektorraum.



Aufgabe 4 (Hilbert-Riaume iiber C)
Sei H ein komplexer Hilbert-Raum. Wie in der Vorlesung definieren wir das komplexe Skalarprodukt von z,y € H als
(x,y) := %(Hw +yll* = lll* = lyl*) + %(le +iyll* — zl* = lliyll*)-
Zeigen Sie: Fiir alle x,z1,22,y,y1,y2 € H und A\, p € C gilt
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

(Azy + paa, y) = M1, y) + p(z2, y).
(z,y) = (y,2).

(. M1 + py2) = Ma,y1) + i, y2)
(

(

z,7) = ||=[|*.
z,y) =06 lz 4yl = llz -yl und |z +iy| = |z —iy].

[z, )| < [lz /Iyl



