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Aufgabe 1 (Gradientenfelder)
Sei U C R? eine offene, zusammenhiingende Menge. Sei F : U — R? ein stetiges Vektorfeld. Zeigen Sie, dass die folgenden
Bedingungen aquivalent sind:

(i) Sind v : [a,b] = U, 5 : [a,b] — U zwei C! Kurven mit vy(a) = 5(a) und v(b) = 7(b), dann

AF:AF

(i) Ist v : [a,b] — U eine geschlossene C* Kurve, dann [ F'= 0.

Aufgabe 2 (Rektifizierbarkeit)
Eine Kurve « : [a,b] — R™ heifit rektifizierbar mit der Lange L, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir jede
Unterteilung

a=ty<t1 <...<tpx=0b
der Feinheit < § gilt

‘Zf: v(t:i) —~v(ti-)ll — L’ <e.

Zeigen Sie, dass jede stetig differenzierbare Kurve « : [a,b] — R rektifizierbar ist, und dass fiir ihre Linge L

b
L= / I ()|t

gilt.

Aufgabe 3 (Logarithmische Spirale)
Sei o > 0 und sei v : R — R? die Kurve definiert durch

y(t) == (e* cost, e sint).
(a) Skizzieren Sie die Kurve v fiir @ = 5~ im Bereich —27 < ¢ < 2.

(b) Fiir [a,b] C R berechnen Sie die Bogenlidnge L, der Kurve 7 |[q,-



(c) Existiert limg—,_ oo Lg0?

(d) Zeigen Sie, dass die Kurve v jeden Kreis um den Nullpunkt in genau einem Punkt schneidet und berechnen Sie den
Cosinus des Schnittwinkels.

Aufgabe 4 (Zylinder II)
Sei r > 0. Berechnen Sie das Volumen des Durchschnitts der drei Zylinder

{(z,y,2) e R 12 +y* < 1%},

{(z,y,2) e R? 1y + 22 < 0%},
{(z,y,2) €R®: 22 + 22 < r?}.



