Polinémio caracteristico: det(A — \I)

Valores proprios (de uma matriz): A tais que
det(A—AI) =0

Vectores proprios (de uma matriz) associados a um
valor préprio \: v € N(A — A1)\ {0}

N (A — AI) é o subespacgo préprio associado ao valor
proprio A

Multiplicidade algébrica de um valor préprio A:

mgq (A) = n° de vezes que esse \ se repete em
det(A — A1)

Multiplicidade geométrica de um valor préprio A:
mg (A\) =dimN(A — AI)

mg (A) < mq (A)

Matrizes (A e B) semelhantes: B = SAS™!



Matriz A diagonalizdvel: D = PAP~!
det A = A Ap trA=X+Xo+- -+ A\

Valores proprios e vectores proprios de uma
transformac3do linear

Transformacdes lineares diagonalizaveis

Projeccoes



Definicao. Sejam A, B € M, xn. A e B dizem-se
semelhantes se e s6 se existir S invertivel tal que

B=5SAS5"1

Observacao. Duas matrizes sdo semelhantes se e sé
se existirem bases em relacdo as quais essas matrizes
representem a mesma transformac3o linear.

Teorema.

A, B € Myxn. Se A e B forem semelhantes entao A
e B tém o(a) mesmo(a):

(i) determinante;
(ii) caracteristica;
(iii) nulidade;
(iv) traco;

(v) polinémio caracteristico, e os mesmos valores préprios.



Definicao.

Seja A € My, xn. Se existirem matrizes P~ 1 invertivel
e D diagonal tais que

D =pAp1

entdo A é diz-se diagonalizavel.
Observacao.

Se A fér uma matriz diagonal entdo P~1 = T.

Observacao. Se

D =PpPApP—1

com D matriz diagonal, entao, para k € N,

DF = pAkp~—1 o Ak — p~1pkp



Observacao.

SeP_lz[vl vn] e D=

entao

D=PAP e apl=-plps

Avy = A1
<:> o« o e <;\>
A'Un = )\nvn

o (v EN(A—NIN{0} i=1,...n e

A; é tal que det(A — \;1) = 0)




Definicao.
A é valor préprio de A < A satisfaz: det(A—AI) =0

Definicao.
Polinémio caracteristico de A € M, xp, : det(A—\I)
Definicao.

mgq (A\) = multiplicidade algébrica de X\, é a multipli-
cidade de A como raiz de det(A — AI).

Definicao.

v é vector préprio de A, associado ao valor préprio A
de A, & ve N(A-A)\{0}

Definicdao. N (A—M\I) é o subespaco préprio associado
ao valor préprio A

Definicdo. dimN (A — AI) = mg(A) é a multiplici-
dade geométrica de A\



Exemplo. Uma matriz com valores préprios repeti-
dos e nao diagonalizavel.

it

‘1—/\ 2

det(A — A\I) = 0 1_ )

‘:(1—/\)2

Valores préprios de A: 1.
N(A—-1T1)=L({(1,0)})
mg (1) =dimN (A—-1)=1<2=mq(1)

Como R? # N (A — I) entdo nio existe uma base de
R2 formada s6 por vectores préprios de A. Logo, a matriz
A n3o é diagonalizdvel, isto &, n3o existe P~1 tal que

1 0
-1 L
PAP _D_[O 1]



Exemplo. Uma matriz com valores préprios repeti-
dos e nao diagonalizavel.

4 0 —1
A=|12 1
10 2
4—X 0 -1
det(A—X)=| 1 2—-X 1 |=(2=X(B=))°
1 0 2—2\

Valores préprios de A: 3 e 2.
N(A=30)= LHL2,1)}) 1=mg(3)<ma(3)=2

N(A-2I)=L({(0,1,0)}) my(2) =ma(2)=1
R3 £ N (A—=31)®N (A—2I)

entdo n3o existe uma base de R3 formada sé por vectores
proprios de A. Logo, a matriz A ndo é diagonalizavel, isto
(3 0 0]
é, n3o existe P~ tal que PAP~1=D=1]0 3 0
0 0 2




Polinémio caracteristico de A € M, «n :

det(A — \I) =
a1 — A a;p - aln |
a . . .
= det _21
: An—1n
| Anpi " Apnpn—1 ann — A i

= (A1 = A)" (A2 = A2 (A — A)TR

Tem grau n.
A1, .-, AL Vvalores préprios distintos de A

mi, ..., mj multiplicidades algébricas

mi+mo—+---+mp =n.

Para todo o valor préprio A de A

mg (A) < mq ()



Teorema. Para todo o valor préprio A de A

mg (A) < ma (A)

Dem. Seja A um qualquer valor préprio de A.
Sejar = mg () =dimN (A — \I).
Seja {u1,...,ur} uma base de N (A — \I).

Seja {u1, ..., Ur, Ups1, ..., un} uma base de R™ (ou de

cm).

Seja S71 = [u1...urtpy1...up]. Tem-se

My sr * ]

O(n—r) xp F*

SAS~1 =

Logo, como SAS~! e A tém o mesmo polinémio carac-
teristico, entdo A € uma raiz do polindmio caracteristico
de A com multiplicidade algébrica pelo menos igual a r.



Teorema. A € M, «n. Se A tiver valores préprios
distintos A1, ..., A\p €

se v1, ..., U forem os vectores préprios associados a cada
um destes valores préprios,

entdo os vectores vy, ..., v, sao linearmente indepen-
dentes.

Teorema. A € My xn(R) ¢é diagonalizivel se e s6 se

existir uma base B,y de R™ formada por vectores préprios
de A.

Na diagonal principal de D estar3o os valores préprios de
A pela ordem dos vectores préprios correspondentes na
base Byyp.

P~ sera a matriz cujas colunas sdo os vectores préprios
de A, da base Byp de R"™ pela mesma ordem, tendo-se
(analogamente em C™)

D =pAp1



Teorema. A € M, «n, A1, ..., A\, Vvalores préprios
distintos de A

Entdo s3o equivalentes:
(i) A é diagonalizavel.
(ii) A tem n vectores préprios linearmente independentes.
sese k
(iii) > mg(N;)=n
1=1
(iv) mg (N;) = ma (A;) paratodoo i =1,... k.

Teorema. Se A € My, xn (R) entdo

A é diagonalizdvel <

R™ :N(A—)\lf)@...@N(A—AkI)



Exemplo. Todos os valores préprios distintos.

A:[l 2] det(A — AI) =

1—XA 2
~1 4

14—

—(1=A)(4—=N)+2=X2-BA+6=(2—)2)(3— 1)
Valores préprios de A: 3 e 2.
N(A=30)= LHLL)})  my(3)=ma(3)=1
N(A=-2I)=L{{(2,1)}) my(2)=ma(2)=1
R3I=N(A-3)dN(A-2I)

Bup = {(~1,0,1),(1,-1,1),(1,0,1)}

é uma base de R3 formada por vectores préprios de A.
Logo A é diagonalizével, isto é, existe P~ 1 tal que PAP~1 =

13 0 1|1 2
p=oa) =i

D com:



—1 4

1 2 1— ) 2
A_[ ] det(A—)\I)—‘ 4 4_>\'

_ )2 __ 2
=A -G8 A+ 6 =2 —(trA)A+detA
tr A det A
a— A b
Por outro lado . d_)\':()\l—A) (A2 — )

— \2 _ — be =
e do =X —(a+d) A+ ad—bc=

a—)\b‘

= X2 — (trA) X+ det A
(A1 = A) (A2 =A) =X = (A1 + ) A+ Ao

Logo

trA= X+ X e det A = A\



Polinémio caracteristico de A: det(A — \I) =

air1 —A aip - a1n
— det ani : _
: - An—1n
. anl vt Gpp—1 Gnn — A

= (M = (g = A2 (g — )

O coeficiente do termo de grau n é (—1)"
O coeficiente do termo de graun — 1 é (=1)""1tr A

O termo constante é: det(A — 0/) =det A

0 é um valor préprio de A < det A = 0 < A nao é invertivel

Teorema. Sendo A1, Ao, ..., Ap os valores préprios de
A (repetidos de acordo com a respectiva multiplicidade
algébrica). Entao

detA:Al)\Q"')\n trA:A1+>\2—|—---—|—>\n.



Definicao. 7' : V — V linear. A é um valor préprio de
T se e s6 se existir v € V\ {0} tal que

T(v) = \v

a esses vectores n3o nulos v chamam-se vectores préprios

associados ao valor préprio A.
N(T =A)={veV :T(v) = v}
é o subespaco praéprio associado ao valor préprio A e
dimN (T — AI) = mg ()

é a multiplicidade geométrica de .



Teorema. T : V — V linear.

A & um valor préprio de T' < N (T — AI) # {0}

Teorema. Se A = M (T'; B; B) entéo
{valores préprios de T'} = {valores préprios de A}

Os vectores de N (A — A1) sdo as coordenadas dos vec-
tores de N (T — A\I) em B.

mg (A) = dim N (T — AI) = dim N (A — AJ).

Observacao. Se V =R" e A = M (T'; BZ}; B!) entdo
N((T —X)=N(A—-X)
{valores préprios de T'} = {valores préprios de A}

{vectores préprios de T'} = {vectores proprios de A}



Definicao. T': V — V linear. T' & diagonalizavel se e
sé se existir uma base (ordenada) B de V' em relacdo a
qual a matriz M (T'; B; B) seja uma matriz diagonal D.

Nesse caso tem-se B = Byp de T’

Observacdo. Se A = M (T, B, B) e se existir Byp de T
entao

D = M(T, BUP,BUP) — PAP_11
com

—1
P — SB@pHB

Observacao. Se V =R" e B = B} entdo

—1
P = 5B,,—Bp



Definicao. T': V — V linear diz-se projeccao se e sé
seToT =T (T?=T)

Teorema.

T projeccdo = V =N (T)D Z(T)

T projeccio = Z (T) =N (T — I)

T projeccdo = V =N (T)DPN (T — 1)

T’ projeccdo = os valores préprios de 1" sdao 0 e 1
T" projeccao e dimV < oo = T' é diagonalizavel
Os valores préprios de 1" sdo 0 e 1 - I projeccdo
Definicao. Considerando um produto interno,

T : V — V linear dir-se-a projeccao ortogonal se e sé
se

ToT=T (T?°=T) e N(T)=(Z(T))"



Exemplo. Todos os valores préprios distintos.

A =

(1 1 1

1
1

0
|1

0
1_

det(A—M\I) =

1—A
0
1

1
1— A
1

1
0
1—A

=(1-2[1-2>-1=1-N)(-N)2-))
Valores proprios de A: 0, 1 e 2.

N (A)=L({(-1,0,1)})

mg (0) = mq (0) =1

N(A=1) = L({(1,~1,1)}) mg(1) = ma(1) =1

N (A=2I) = L{(1,0,1)}) my(2) = mq(2) = 1

RI=NA-DON(A-3I)dN(A)

Bvp = {(-1,0,1),(1,-1,1),(1,0,1)} é uma base de
R3 formada sé por vectores préprios de A.Logo A é di-
agonalizavel, isto é, existe P13 que PAP 1 = D

com:

I 1
o O o

o = O

N O O
| |

p-l—




Exemplo. Valores préprios repetidos mas diagonal-

izavel.
(2 0 1 2—-X 0 1
A=101 0 det(A—\I) = 0 1—-X O —
10 2 1 0 2—-)

=(1-2)[2-2)>-1]=1-2)?B-)
Os valores préprios de A sdo 1 e 3.
N(A-1)=L({(0,1,0),(—1,0,1)}) mg(1l) =mq(1l) =2
N(A—-3I)=L({(1,0,1)}) logo mgy(3) =maq(3)=1
R3=N(A—-I)®N(A-3I)
B = {(0,1,0),(—-1,0,1),(1,0,1)}

é uma base de R3 de vectores préprios de A. Logo A é
diagonalizavel, existe P~1 tal que PAP~1 = D com:

1 00 (0 —1 1|
D=|010 Pl=11 0 o
0 0 3 0 1 1|




Exemplo. Uma matriz com apenas um valor préprio
real nao diagonalizavel em R mas diagonalizavel em

C.

0
—1
0

AN

|
OO+
= O O

det(A — AT) = (1 - ) (1+?)
Valores propriosde A: 1, = e —u.

Logo, a matriz A n3o é diagonalizavel em Mj3y3 (R).
No entanto, como os trés valores préprios sdo distintos,

A é diagonalizavel numa matriz de entradas complexas:

— PAP™! com P7le M;3,3(C)

-

|
oo~
o = O




Exemplo. A sucessio de Fibonacci (Leonardo de Pisa,
1202). Seja (vn),,cn tal que

vi=1 wvo=1 e wvpyo=vnp+ V41, nEN.

Up+1l = Unst1 o | Untl | 01 Un
Upn+4+2 = Un + Un41 Un+-2 11 Un+1
Un4+1 _ (0 1| Un _
Un+-2 I 11 1| Yn+1
o1 ]lo 1] v |
11 11 vn |

AR

Valores préprios de [ Cl) 1 ]: Al = %ﬁ e Ay = %ﬁ

-\ 1] —14++5 _\)
v =)
N e 1 :L<< (_1+\/§’1> >>

1 1-—X




Como existe uma base de R? formada por s6 por vectores

. . o 1], ., .
préprios entdo 11 é diagonalizavel.

1 1 _ V5 5—v5
5 10

vy ][O 11" [1]

Ui | |1 1] |1

_ p—l P _




Exemplo. v/ (t) —au(t) =0 < wu(t) = ke
()= au(®) =0 & u(

{ uy (1) = —2ug (8) { uq () = kie=2t

uly (£) = 3uz (1) up () = kpe®



*{ up (t) = —uq (t) 4 2up (t)
ug (t) = 2uy () + 2up (1)

ui (b)) | | -1 2 u
= ]=]2 2| a0 -

o [ull(t)]:P—lelul(t)]@

uy (1) up (1)




[w’l(t)]:D[wl(t)]@

wh (t) wy (t)
wi(t) | | =2 0 wi (t)
(:)[wé(t)]_[ 0 3”w;(t)]@

@lul(t)]:k1[—12]€—2t+k2[%]€3t

é a solucdo do sistema de equacdes diferenciais inicial *



Neste caso:

=N



