Matriz de mudanca de base: Sg, .5,
(como se faz e para que serve)
Transformacao linear

A matriz de T' em relacdo as bases B e B’:
M(T; B; B)

(como se faz e para que serve)

As 3 formas (equivalentes) de definir uma

transformac3o linear
O contradominio de T": Z(T') (calcular bases)
O nucleo de T: N(T') (calcular bases)

Se dimU < oo, dimN(T)+dimZI(T)=dimU



Operacoes com transformacdes lineares: &1", 17 + 15
€ Tl o T2

A inversa de uma transformacio linear invertivel

As matrizes de oI', I7 + I e 17 o I» em bases
apropriadas

Transformacdo linear injectiva (e relagdo com dim)
Transformacdo linear sobrejectiva (e relacdo com dim)

Transformacdo linear bijectiva (isomorfismo) (e
relacdo com dim)

Resolucdo de equacdes lineares: T'(u) = b

Valores praéprios e vectores proprios de uma
transformacao linear

Transformacdes lineares diagonalizaveis



Definicao. U e V espacos lineares

T : U — V é uma transformacao linear se e sé se
Yu,v € U VA escalar

T(u + v)
T(Au)

T(u) + T(v)
AT (u)

& Vu,v € U VA, u escalares

T(Au + pv) = AT (u) + pT'(v)

Observacdo. T linear = T'(0) = 0/

T(0) #0" = T n3o é linear



Exemplos de transformacoes nao lineares

T - R?2 5 R?

T(Cb,y) — (1 — Y, 2x)

T:-R° =R

T(z,y) =y



Exemplos de transformacoes lineares

T : R* — R? T(z,y,z,w) = (x — y,3w)
T:R—=R*  T(z,y,2)=(—2y—222y,y+2)
T:R3 - R3 T(x,y,2z) = (x+2y,32z,x — 2)

T:R" — R™ T(u) =Au A€ Mpxn(R)

mn
tr: Mpxn(R) = R tr(A) = a11+...+ann = Zaii
1=1



T:P,—P3  T(p(t) =2tp(l—1t)—tp'(¢)

T:P3—P1 T(p(t)=p"()

T:Pyr— Mor(R) T(p(t)) =

p(1) »(0) ]
p(0) p(-1)

T': Moy (R) = Moo (R)  T(X) = tr (X) [ 2 1 ]

Transformacao nula 0 o vector nulode V, Yu € U

T:U—-YV T(u) =0



T:C'(R) — C(R) T(f)=f
a€R (fixo)) T:CHR)—=R T(f)=/f"(a)
neN T:C"(R)—C(R) T(f)=f"
r:c®)-CHR)  T()= [ foa
T : Mpxn(R) > Mpxn(R)  T(X)=XT

T : Muscn(R) = Mpxn(R)  T(X)=AX



U espaco linear e k um escalar (fixo)

T, : U —-U Ti.(u) = ku

T3 € uma homotetia

Se0< k<1 T € uma contraccao

Sek>1 T} € uma dilatacao

Se k=1 17 é a transformacao identidade /
I(u) =u
VuelU

Restricao: T |;;: U - W de T:V - W

com U subespaco de V.



Outro modo de definir uma transformacao linear:

Sendo T :U — Vlinear e U = L({v1,...,vn})

Sendo u € U existem escalares A\, ..., Ap, tais que

u = >\1U1 —I_ ces —|_ >\n'Ufn,

Entao

T(u) = AT (v1) + ... + AT (vn)
ou seja, conhecendo-se as imagens T'(v1), ..., T'(vp) com
U = L({v1,...,vn}) fica a conhecer-se a expressao

geral de 7' : U — V linear.

Além disso, sendo U e V espacos lineares com U =
L({u1,...,un})eT1,To: U — V lineares

Se T1(u;) =Tr(u;) Vi=1,...,n, entao Ty =15



Exemplo. R?=T1({(1,0),(0,1)}). Seja
T:R°> >R
linear tal que

T (1,0) = 1 T(0,1) = 1.

T(z,y) =T (=(1,0) +y(0,1)) =

= 2T(1,0) + yT(0,1) = = +y
logo

T(x,y)=x+y



U e V espacos linearese T" : U — V linear 0 o vector
nulo de V

O contradominio ou imagem de T

Z(T)={T(u) :u e U}

SeU =L ({u1,...,ut}) entdo
I(T) = L({T (u1),..., T (ug)})
Z(T) é um subespaco de V/

O nucleo de T

N(T)={uveU:T(u) =0}

N(T) é um subespaco de U

Se dmU <oco T :U — V linear Entao

dimN(T) +dimZ(T) =dimU



Exemplos.
T:U—V Tu=0 N(T)=U I(T)={0}

[:U—-U Iw=u N)={0} I(I)=U

Ae Mpypxn(R) T:R"—>R" T(u)=Au

N(T)=N(A)  I(T)=C(A)

T:C'R)—>C([R) T(f)=/

I(T) = C (R)
N(T) ={f : R — R tal que f é constante em R}



T : U — U linear diz-se projeccao se e s6 se

ToT =T (T°=T)

T projeccao = os valores préprios de 1" sao 0 e 1
T projeccdo = U =N (T)@ Z(T)

T projeccio = Z(T) =N (T —I)

T projeccdo = U =N (T)d N (T —I)

T projeccao = T é diagonalizdvel

Os valores proprios de 1" sdo 0 e 1 % T projeccdo

Considerando o produto interno usual

T : U — U linear diz-se projeccao ortogonal se e so se

ToT=T (T?°=T) e N(T)=(Z(T))"*



T : U — V éinjectiva se e s6 se T'(u) = T(w) =
U= w

uFtw = T(u)#T(w)

dimU, dmV <oo T :U — V linear

Entao si3o equivalentes:

T é injectiva
N(T) = {0}
dimU =dimT(U)

T transforma vectores linearmente independentes de U
em vectores linearmente independentes de V/

T transforma bases de U em bases de T'(U)



T :U — V é sobrejectivase esése T(U) =V

dimU, dmV <oo T :U — V linear

T é sobrejectiva se e s6 se I' transformar um qualquer
conjunto gerador de U num conjunto gerador de V'



dimU, dmV <oco T :U — V linear

T sobrejectiva = dimV < dimU

T injectiva = dimU <dmV

dimU =dimV < oo T :U — V linear Entao

T é injectiva < T é sobrejectiva



T : U — V é bijectiva se e s6 se for injectiva e sobre-
jectiva

U e V espacos lineares sdo isomorfos se existir um iso-
morfismo entre U e V, isto &, se existir uma transfor-
macdo linear bijectivaT : U — V

U=V

U=V <&dmU =dmV



Exemplos de Isomorfismos

R™ = M, x1(R) T:R" — Mpx1(R)

o
T (a1,...,an) =

an,

Minxn(R) ZR™ T Myysn(R) — R

ail Aln
T : : : :(all,...,aln,...,aml,...
| Oml Amn
R+l >~ p. T:R"1 - P,

T (ag,a1,...,an) = ag + ait + - + ant”

A€ Man(R) C (A) =L (A)

dimC(A) =dimL(A) =carA

) amn)



T :U — V linear beV

Entao a equacdo linear T'(u) = b

(Existéncia de solucao) tem sempre solugdo (para qual-
quer b) se e s6 se T for sobrejectiva (T'(U) = V)

(Unicidade de solucao) a ter solucdo, ela é tnica se e
s6 se T for injectiva se e s6 se N (T) = {0}

(Existéncia e unicidade de solucao) tem sempre solugéo
lnica u se e sé se T for bijectiva

T :U — V linear beV

A solucao geral de T'(u) = b :

{solucdo particular de T'(u) = b} + N(T)



Matriz de mudanca de base

Definicdo. dimV =n. By = {vy,...,un} e By =
{w1,...,wn} bases ordenadas de V.

A matriz (@ij)nxn em que, com j =1,...,n:

n
vj = D aiw;
1=1

chama-se matriz de mudanca de base (da base 31 para
B5) e escreve-se

SB;—By = (@ij)nxn

Teorema A matriz Sg,_,, € invertivel. Além disso, se

aq, ..., ap forem as coordenadas de u na base By, isto é:
n
u= 2 ajvj
J=1

entao as coordenadas 31, ..., 3,, de u na base B> sdo
dadas por:

[U]Bz — SB]_—>82 [U]B]_



Dem.

n
u = ) Bw
i=1

n

mn
D ajuj =
j=1

n

i=1 \j=1

n

mn
> G ) Gijw; =

j=1 =1

As coordenadas de um vector v numa base s3o unicas.

Logo, paratodoo:=1,...,n,

Isto é,

Observacao.

Bi

B1
By

n
= | 2 aijo
j=1
oy
= OB1—B; :
077

SBy—B; = (55’1—>32> -

£

o ]

— [ wy

Wn, ] SB]__>82



Exemplo. 5, = {(17 _1)7 (17 1)}7 By = {(17 2)7 (374)}
bases ordenadas de R2

(1,-1) = —£(1,2) + (3,4)

(1,1) = _%(1,2) + %(3,4)

_1
SB]_—>BQ — [ 3 12 ]
2 2

NI~

(3,1) =1(1,-1) +2(1,1)

Coordenadas de (3,1) na base By: 1 e 2
7 1 9
=17 vllz)=ly
2 > 2 1172 >
5

Logo —% e 5 sdo as coordenadas de (3, 1) na base Bo.

S B1— B>

De facto:
o) 5



(1,-1) = ~£(1,2) + 2(3,4)

(1,1) = ~3(1,2) + (3, 4)




Observacao. Sendo Bi e By bases ordenadas de um
espaco euclidiano V. Se se tiver

(u,0) = ([ulg,)” G, [,

e também

(w,0) = ([ulg,)" G, v,

ou seja:

(u,v) = ([U]32>TGBQ [v]g, =
= (S, -5, [U]81>TG62581%52 [ls, =

— <[u]Bl)T (SliglﬁBzGBzSBlﬁBz) [”]Bl

entao

T
SBl—>B2GBQSBl—>BQ — GBl



Representacao matricial

B = {v1,...,vn} base ordenada de U
By = {w1, ..., wm} base ordenada de V

T:U —V linear A= (a;j)mxn :

m
T(vj) = 3 asjw;
1=1
A representa 1" em relacdo as bases By e B»:

A= M(T; B1; 82)

Se a1, ..., ap, s30 as coordenadas de u € U em 51 entao
as coordenadas 1, ...,3,, de T(u) € V em By sdo
dadas por:

[T (u)]g, = M(T; By; B2) [u]p,

Se T'= I tem-se

M(I; By; Ba) = Sp, 5,



Logo

T:U — V linear

B ={vq,...,on} By = {wn, ...,

A= M(T;B1;B3) € Mpmxn(R)

n m m n
= & > QW5 = > | 2 Qg
j=1 =1 i=1 \j=1
- B1 | [ ap
E = M(T; 81;82)
| Om | n
———— ———

wm }



Exemplo. 7 : R3 — R? linear

B = {(17 1, 1)7 (07 1, 1)7 (07 0, 1)} By = {(17 1)7 (17 _1)}

A = M(T: By: By) = [ 12 3]

2 4 6

T(1,1,1) = 1(1,1) + 2(1,-1) = (3,-1)
T(0,1,1) =2(1,1) + 4(1, 1) = (6, —2)
7(0,0,1) = 3(1,1) +6(1,—1) = (9, —3)
(z,y,2) = 2(1,1,1)+(y — ) (0,1,1)+(—y + 2) (0,0,1)

T(z,y,2) =

T é linear

— ajT(l? 1, 1)+(y — 37) T(07 1, 1)+(_y + Z) T(07 0, 1) —
— (37 _1) + (y - LE) (67 _2) T (_y + Z) (97 _3) —

=(—3x—3y+9z,z+y — 32)



BY = {eq1,...,en} a base canénica de R"

m __ / /
BC _{6170..,€m

T :R™ — R™ linear

} a base candénica de R™

A = (aij)mxn = M(T; B B') € Mmxn(R)

m

/

T(ej) = ) agje;
=1

1
0

0

+ ... + A

Entao, para todo o u € R"

T(u) = Au

alj

Amyj |



Exemplo. T(x,y,z,w) =B8x+4+y— 22,0,z + 4z2)
(3 1 -2 0]
A=MT;B%B)Y=]00 0 0
|1 0 4 0|

T(1,0,0,0) = (3,0,1), T(0,1,0,0) = (1,0,0)

7(0,0,1,0) = (—2,0,4) e T(0,0,0,1) = (0,0,0).

T(x,y,z,w) = M(T;BBY)

S N e 8

= (3:1:—|—y—2z,d,:c—I—4Z)

N(T):N(A):{(m,y,z,w)€R4:y:14zex:—4z}:

= {(—4z,14z,z,w) : z,w € R} =
= L({(—4,14,1,0),(0,0,0,1)})

T(T) =C(A) = L{(3,0,1),(1,0,0)}

dimR* = dim NV (T) + dim Z (T)

—_—
=4 =2 =2




T:U—V linear A= M(T;Bj;B3) € Muyxn(R)

[T (w)]g, = Alulp,

Os vectores de N(A) sdo as coordenadas dos vec-
tores de N (7T') em B

Os vectores de C(A) sao as coordenadas dos vectores
de Z(T) em B35

dim N (T) = dimN(A) = nul A

dimZ(T) =dimC(A) =car A
Entio: N(T)=N(A) I(T)=C(A)

Além disso:

T éinjectiva < nulA=0&carA=n

T é sobrejectiva < car A = m



Exemplo. 7 :R3 — R? linear

B = {(17 1, 1)7 (07 1, 1)7 (07 0, 1)} By = {(17 1)7 (17 _1)}

1 2 3
2 4 6

A= M(T;Bq1;B) = [

NA)=N([1 2 3])=L({(-21,0),(-3,0,1)})

B [ (—2)(1,1,1) +1(0,1,1) + 0(0,0, 1), B
N(T) =L (i (—3)(1,1,1) +0(0,1,1) + 1(0,0, 1) }) =

= L({(-2,-1,-1),(-3,-3,-2)})

C(A) = L({(1,2)})
I(T) = L({1(1,1) + 2(1, -1)}}) = L({(3, -1)})



S, T : U — V lineares A escalar

Entao S+ 71, NI :U — V s3o lineares

(S+T)(u) =S(u)+T(u)

(AT)(u) = AT (u)

L(U,V)={T:U — V linear} é um espaco linear.



T:U—V S:V—-W lineares
SoT:U—-W (SoT)(u)=5(T(u))

é linear

Em geral SoT #ToS

Ro(SoT)=(RoS)oT
To(R+S)=ToR+ToS To(AR)=A(ToR)

(R+S)oQ =RoQ+S0Q (AR)oQ =A(RoQ)

™0 =1 TF=ToTF 1l k=12 .

T =TM o T

SedimU =dimV

T :U — V éinvertivel se existir S : 'V — U
SoT =1y e ToS =1y,

S =171



LU, V) = Mmxn(R)

LU, V) — Mpyxn(R)
T —  M(T; Bq; By)

é um isomorfismo.
dim £(U, V) = mn
B1 e By basesde U e V' X escalar

T,T1,T75 € £U,V) S e £(V,W) Entao

M(T1+AT7; By; Bo) = M(171; By; Bo)+AM(T%; By; B2)
M(S oT;B1;B3) = M(S; By; B3)M(T; By; B>)

Se A = M(T; Bj; By) entéo:
T invertivel < A invertivel.

Nesse caso:

A7 = M(T71; By By)



T : U — U linear B, B’ bases ordenadas de U. Entao

w,B) "5 B)
SB—)B’iI IiSB—JS”
v,B) L (UB)
M(T;B",8")

Isto é

Tol=10T

& M(T;B;8B)Sg_pg = Sg_pgM(T;B; B) &

& M(T;B';B") = Sg_, g M(T;B; B) (Sg_.z) "

B=5SAs"1

Quando se tem a dltima igualdade diz-se que A e B s3o
semelhantes, sendo S a matriz de semelhanca.

car A = car B nulA = nulB trA = tr B
det A=detB det(A— AIl) =det(B — AI)



Caso geral. T : U — V linear. B; e B} bases ordenadas
de U. By e B, bases ordenadas de V. Entdo

M (T;B1;85)
—

(U7 Bl) (V7 BZ)

S8, L 1 I'l Sp, 8,
(U, B)) " T;—Z’;;B’Z) (v, BY)

Isto é

Tol=1o0T<-

& M(T; By; BS) = 382_>B/2M(T; Bi; 52)55/1 By



Exemplo. T:R? - R3 T(z,y) = (y,z,y — )

1
M(T;B%B)=| 1 0
1

B = {(17 1)7 (_17 1)} By = {(07 0, 1)7 (07 1, 1)7 (17 1, 1)}

bases ordenadas de R? e R3

T(1,1) = (1,1,0) = —(0,0,1) +0(0,1,1) +1(1,1,1)
T(-1,1) = (1,—1,2) =3(0,0,1) —2(0,1,1) +1(1,1,1)

M(T;By;By)=| 0 =2

(1,0,0) = 0(0,0,1) —1(0,1,1) + 1(1,1,1)

(0,1,0) = —(0,0,1)+1(0,1,1)4+0(1,1,1)
(0,0,1) = 1(0,0,1) +0(0,1,1) +0(1,1,1)
0 —1 1
1 0 0]




. R2. 123

= O

=| 0 =2 |=M(T;B1;B))




coordenadas de (2,1)

na base B2

Sp2p, +1

coordenadas de (2,1)

na base B;

B

1
N|—

|—\
NN =

N

1
| Nl

N

I — |

M(T;B%;B2) coordenadas de T'(2,1)
—

T na base B3
I'] Sg3_z,
T coordenadas de 7'(2,1)
—
M(T;B1;85) na base B>.
0 1]
1 O ) _
1 1 1
., - 2
T _ 1 _
0 —1 1]
Il -1 1 0
1 0 0
3
L, 1
-1 3 1
0o -2 ) )
1 1




T :V — V linear. A € um valor proprio de 1’ se existir
v € V\ {0} tal que

T(v) = \v

a esses vectores n3o nulos v chamam-se vectores préprios
associados ao valor préprio A.

N(T =A)={veV :T(v) = v}
é o subespaco praéprio associado ao valor préprio A e
dimN (T — AI) = mg ()

é a multiplicidade geométrica de .



T :V — V linear.

A & um valor préprio de T' < N (T — AI) # {0}

Se A = M (T; B; B) entdo
{valores préprios de T'} = {valores préprios de A}

Os vectores de N (A — A1) sdo as coordenadas dos vec-
tores de N (T — A\I) em B.

mg (A) = dim N (T — AI) = dim N (A — AJ).

Se V=R"e A= M (T;B}; B?) entdo
N (T = M) =N (A - AI)
{valores préprios de T'} = {valores préprios de A}

{vectores préprios de T'} = {vectores proprios de A}



T :V — V linear. T é diagonalizavel se existir uma

base (ordenada) B de V em relagdo a qual a matriz
M (T'; B; B) seja uma matriz diagonal D.

Nesse caso tem-se B = Byp

Se A= M (T, B, B) e se existir Byp entao

D = M (T, Bup, Bop) = PAP™1,

com P~1 = Sva—>B

SeV=R"eB=B"entio Pl = SBup— B



