Resolucao da ficha de preparacio para o 2° TESTE DE ALGEBRA LINEAR

LENO - MEAer - MEAmbi - MEBiol - MEEC - MEM - MEMec - MEQ

1) Seja
U:Hz Z} EMQXQ(R):G+2d:2b+C:0}.

Considere
T:U — PQ

linear tal que

(] R (G R

a) Como
. 1 00 2
dlmU—nul[O 9 1 0}—2
0 1 -2 0 1 . ) . - 0 1 -2 0
e {[ 9 0 ] , { 0 1 }}ehnearmen‘ce independente e estd contido em U, entao {[ 9 0 } , l 0 1 ]}

¢ uma base de U. Assim, sendo T linear, {1+ t*} gera Z (T) e ¢é linearmente independente logo é base
de Z (T'). Como
dimN (T)=2—-dimZ(T)=1

() R (E R R ()R
et { [ 7221} b par ),

-4 1

b) (320 (3]

logo T" nao ¢é injectiva. Como dimZ (T") =1 e dim Py = 3 entéo Z (T') # P» e logo T nao ¢é sobrejectiva.

c) T é linear logo

T([_% gD=3+3t2 e como N(T)ZL(Hj ﬂ})
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entao o conjunto solucao C'S de T' <[ (i Z

cs:{[_% 8]}“({[:3 H})

}) = 3+ 3t% ¢ dado por

2) Considere as transformacoes lineares

T:P—R? e S:MynR)— P

tais que
B - . . R2X2, _ L0120
TA+t)=(1,1), TA-t)=(1,-1) e M(S;B ’B)—{o 10 1}’
com
82><2: 10 0 1 00 00
c 00’0 O0]’[10]"]01
€

B={l+t1-1t}

bases ordenadas de May3(R) e de P; respectivamente.

a) Como {1+t,1—t} é uma base de Py e {T'(1+1¢),T (1 —1t)} é uma base de R? entao T ¢ injectiva.
Como
dimZ (T) =dim L ({T (1 +t),T (1 —t)}) = 2 = dim R?

entao Z (T) = R? e assim T ¢ sobrejectiva. Assim, sendo 7' linear e bijectiva ¢ entdo um isomorfismo.
Como

(T(A+t)+T(1—-1t)==((1,1)+(1,-1)) = (1,0)

DO = N

T+t -TA-1) =511 ~-1,-1))=(0,1)

e sendo Bl = {1,t} tem-se

) 10
M(T;BZ’;Bi):{O 1]
e assim X
1 {10 x| |=
e[ 0T [2]-]2]
pelo que

T (z,y)=x+yt
para qualquer (z,y) € R2.



b) Uma base para N (T) : @ uma vez que sendo T injectiva tem-se

N (T)={0}.
Uma base para Z (T') : B? uma vez que
T(T) =R
Como
N (M (8; 822 B)) :N([ 1010 D — L({(=1,0,1,0),(0,—1,0,1)})
Y C Y 0 1 0 1 ) ) Y ) ) ) Y
entao

s ({88 3 e (172122

é linearmente independente, é entdao uma base para N (S).
Como

C(M(S;foz;B)):Cd(l) v ?D:L({(LO),(OJ)}):R?

entdo {1 +¢,1 —t} ¢ uma base para Z (5), isto ¢ Z (S) = Py e assim {1,¢} poderd também ser uma base
para Z (S).

c) Como
1
[T |
-1 1 2% -1
1
entao
1
[S(' 1 —1‘” _{1 0 1 o] —1 _[0}
_—11_8_0101 -1 0
1
e assim ) )
S( _11 _11 >:0(1+t)+0(1—t):0+0t:0
d) Como

—
—
o
Q>
.
[
=

RS

X

V)

I
QU O o



entao

o a-+c
| b+d

Qo o

e assim

S([g ZD =(a+c)1+t)+(b+d)(1—-t)=a+b+c+d+ (a—b+c—d)t,
para qualquer [CCL Z} € Myys(R).

e) Tendo-se

1 0 00
b 1100
M (8;By; B) = M (S:B2*B) Sp,_gzes € Sp_ppe=| 1 | 1 ¢
1111
entao
1 0 00
1010 1100 2110
M(S,B1,B)=[O 1 0 1} 1 110 :[2 2 1 1}
1 1 11
f) Como
T (ap + a1t) = (ap, a)
e -
a b
S({c d ):a+b+c+d+(a—b+c—d)t
entao

e[ a])=r(o([2 )=

=T(a+b+c+d+(a—b+c—d)t)=(a+b+c+dya—b+c—d),

para qualquer [ CCL Z 1 € Mya(R).

g) Como
T (CL(] + alt) = (5, 0) = (CL(], CL1) = (5, 0) ,
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o conjunto solucao C'S de
T (ap + axt) = (5,0)

é dado por
CS = {5}.
h) Como
S([Z Z]) =a+b+c+d+(a—b+c—d)t
entao

S({Z Z}):2<:>(a+b+c—|—d:2 e a—bt+c—d=0)<(a=1-c e b=1-4d).

Logo o conjunto solugao C'S de
¢é dado por

Observe-se que pode escrever-se

es= ALy e D

—_—— ~ ~ »
i a b N(S)
Solugao particular de S =2
c d

3) Considere as transformacoes lineares
T:P,—-R> e S:R>—P;

tais que
-1 -1

2 1

M(T;Bl;82): |: 0 1

} e M(S;Bs;&):[l 2},

com
Bi={1+t,1—t} e By={1—-11}
bases ordenadas de P,

82 - {(071)7(170)} € 63 = {(1’_1)’(17(])}

bases ordenadas de R?.



a) Tendo-se

-1 0
M (T;By1; Bs) = Spy s M (T5B1;B2) e Spy s = [ 11 }

nma vez que (0,1)==1(1,=1)+1(1,0) e (1,0)=0(1,~1)+1(1,0)

entao _
—1 0 -1 -1 11
€ assim .
1 2 11 3 1
M(SOT;BI;B4):M(S;Bg;54)M(T$Bl§B3):[0 1 [1 01:[1 01'
ou

-1 0
M (S;By; By) = M (S; B3; Ba) Sp,—5, € SBWBSZ[ 1 11

A ves e (0,1) =—1(1,=1) +1(1,0) e (1,0)=0(1,~1)+1(1,0)

entao r
1 2 -1 0 1 2
M(SJB27B4)_[O 1}[ 1 1]__1 1}
e assim
1 2] -1 =1 31
M(SOT;Bl;B4):M<S;BQ§B4>M(T;81;BQ):{1 1 [ 2 1 ]:{1 0}‘
b) Tendo-se
0 1
M (T; By; Ba) = M (T'; By; Ba) Sp, -5, € SB4—>31:{1 %]
2

uma vez que

1—t=001+t)+1(1—-t) e 1=%(1+t)+%(1—t)
entao 1
e assim
M (T 0 S:By: By) = M(T: Bi:Bo) M (S:Bs: By) = | = || 2 2=t 73
ou

0 1
M (S;Bs; B1) = Sy, M (S;B3; Ba) e Sp,—p, = { p 1 ]
2

6



uma vez que

1 1
1—t=0014+t)+1(1—-1t) e 1:§(I+t)—|—§(1—t)
entao ) .
. 10 3 12y |0 5
wsee =1 1 ][5 7] =[V 1]
e assim

—_

—_

—_ 1
—
i)
N oW =

| I
Il
| —
—
—_
vl |
w
1

M(TOS§B3§32):M(T§81;Bz>M(S§Bs;Bl): [ _2 1

c) Como
1 1
a0+a1t: 5(&04‘&1) (1+t)+§(a0—a1)(1—t)
|:—1 —1}[%(a0+a1)}:{ —Q :|
2 1 % (GO — Cll) %Clo + %al
entao
3 1 3 1
T (ag + ait) = (—ap) (0,1) + ( zap + =a1 | (1,0) = | =ap + a1, —ag
2 2 2 2
Oou
Como

T4+t =(-1)(0,1)+2(1,0)=(2,—-1) e T(1—1t)=(=1)(0,1)+1(1,0) = (1,-1)

1 1
ag—i—alt:§(a0+a1)(1+t)—|—§(a0—a1)(1—t)

entao

T(a0+a1t):%(ao+a1)T(1+t)+%(ao—al)T(l—t):

1 1 3 1
=5 (ap+a1)(2,-1) + B (ap —a1) (1,-1) = <§a0 + 301, —ao>

ou

Como
M (T; BP"; BY) = Sp, .52 M (T B1; B2) Syri _py =

[0l A AT (A



(§
dE ] [ dat e
-1 0 ap —Aayg
entao
3 1
T ((IU + alt) = 5&0 + 5&1, —Qag | -
d) T é linear,
-1 -1 } Ly

logo
N(T) = {0} (= {0 +0t})

e assim T ¢ injectiva. Além disso dim P; = 2 = dim R? logo 7' ¢ um isomorfismo por ser linear, injectiva

e sobrejectiva.

(OU T é linear,
-1 -1 } _y

dim7Z (T') = car [ 5 1

logo 7 (T') = R? e assim T & sobrejectiva. Além disso dim P; = 2 = dim R? logo 7' é um isomorfismo por

ser linear, injectiva e sobrejectiva.)

come TA+t)=(2,-1)e1+t=T""(2-1)
) TA—-t)=1,-1)e1-t=T"(1,-1)
e (z,y) = (@ +y) (2, =1) + (=2 = 2y) (1, -1)
e Ty =(@+y)T "2, -1)+(—z—2y) T " (1,-1) =

=—y+ (2z+3y)t

=(x4+y)(1+t)+ (—z—2y) (1 —1)

ou

Como



M (T4 B%BM) =S

S ES I R
]l ]

M (T B2; B1) Sz, =

entao
T (2,y) = —y+ (22 + 3y) t
ou
Como .
1 -1 -1 B 1 1
M(T ’32’81)_[ 2 11 _[—2 —1}
(l‘,y):y(o,l)—i-l’(l,())
© 1 1 T+
T R
entao
T zy)=(@+y) A+t)+ (—v—2y) (1 —t) = —y + (20 + 3y) ¢
e) Como
(z,y) = (-y) (1, -1) + (z +y) (1,0)
© 1 2 —y | 22 +y
[O 1} {$+y]_{ T4y }
entao
S(x,y)=RCx+y)(1—t)+(z+y)1=3x+2y+ (-2 —y)t
ou
Como
S(L,-1)=1(1-t)+0x1=1—-t e S(1,00=2(1—-t)+1x1=3-2t
(z,y) = (—y) (1,-1) + (z +y) (1,0)
entao

S(x,y)=(—y)1—t)+(z+y)(3—2t) =3z +2y+ (—2x —y)t
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ou

Como
M (Sa BSJBfl) - SB4—>BZ)1M(S; 83784) SB%HBP, =
1 o171 2 1 1]
-1 0 01 -1 0 -
e
3 2 1[27 [ 3c+2y
-2 -1 y| | 22—y
entao

S(z,y) =3x+2y+ (-2 —y)t

f) S é linear,

dimN(S):nul{é ?} =0

logo N (S) = {0} (= {(0,0)}) e assim S ¢ injectiva. Além disso dimR? = 2 = dimP; logo S é um
isomorfismo por ser linear, injectiva e sobrejectiva.

(OU T é linear, dimZ (S) = car [ (1] ? } =2 logo 7 (S) = Py e assim S ¢ sobrejectiva. Além disso

dimR? = 2 = dim P; logo S ¢ um isomorfismo por ser linear, injectiva e sobrejectiva.)

Como
S,-1)=1-t& (1,-1)=5""(1-1)
e
S(1,0) =3 -2t < (1,0) = S~ (3 —2t)
e
Qo + alt = (—2@0 — 3(1,1) (1 — t) —I— (CLO —f- al) (3 — 2t)
entao
Sil (ao -+ Cllt) = (-2@0 — 3@1) Sil (1 — t) -+ (CZO + al) Sil (3 — 2t> =
= (—2(10 — 3@1) (]., —].) + (CL() + CL1> (1, 0) = (—CLO — 2(11, 2@0 + 30,1)
Oou
Como

oy 12770 1 -2
M(s ’84’63)_{0 1] _{o 1}
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entao

ou

Como

entao

g)

M (874 B2 BY) = Sy M (S5 Ba By) Sypr_ s, =

S ER IS E R s
T = ]

S_l (ao + Cth) = (—CLO — 20,1, 2(1() + 3&1)

e ey 12770 1 =2
M(S ’84’53)_{0 1] _{o 1}

ag + a1t = (—al) (1 — t) + (CLU + al) x 1
1 -2 —a . —2(1,0 - 3CL1
0 1 ap + a a ag + a;
S~ (ag + art) = (—2ag — 3a;) (1, —1) + (ag + a;) (1,0) =

= (—(IO — 2@1, 2@0 + 3@1)

3 1
(S e} T) (ao —+ alt) = S (T (ao =+ alt)) = S (5@0 -+ 5@1, —ao) =

3 1 3 1
= 3 5@0 + 5@1 — 2@0 + —2 5&0 + 5@1 —f- Qg t =

5) 3
= 5&0 + 5&1 —f- (—2(1,0 — Cbl) t

S(l,-1)=1-t&(1,-1)=5""(1-1)
S(1,0) =32t < (1,0) =S (32t
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S,y)=2r+y)1-t)+(r+y)l=3x+2y+ (22 —y)t

TA+t)=2,-1)e1+t=T""(2-1)

TA—-t)=(1,-1)e1-t=T"(1,-1)

1

3
T (GU + alt) = <§&0 + 5&1, —Clo) .

h) S oT é um isomorfismo porque é a composta de isomorfismos.

Como
(SoT)(1+t)=S(T(14+1t)=5(2,-1)=4—-3t<1+t=(SoT) " (4—3t)
’ (SoT)(l—t):S(T(l—t)):S(l,—l):1—t<:>1—t:(SoT)71(1—t)
a0+a1t: ((Io+(l1) (4—325)—1—(—3&0—4@1) (1—t)
entao

(SoT) " (ag + art) = (ag 4+ a1) (SoT) ™' (4 — 3t) + (=3ag — 4ay) (SoT) ' (1 —t) =

= (ap+a1) (1 +1t)+ (—3ap —4ay) (1 —t) =

= —26L0 — 3&1 + (4(10 + 5@1)75

ou

Como )
_ 31| 0 1
M{(5eT) 1;64;81):{1 o} :[1 —3}

M ((So )7 ! BB = Sg, s M ((So ™ ; By; By) SpPi_p, =
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Al ][] A [

€
-2 =3 ap | | —2ap — 3ay
4 5 aq - 4&0 + 5@1
entao
(S 9) T>_1 ((10 + alt) = —2(10 - 3CL1 + (4@0 + 5(11) t
Oou
Como .
-1 3 1] 0 1
M((SOT) ,B4,Bl)z|:1 O} :|:1 _3:|
e
ag + alt = (—al) (1 — t) + (&0 + al) x 1
e
0 1 —aq . ag + ax
1 -3 ap + aq - —36L0 - 4(11
entao
(S @) T)il (ao + alt) = (GQ + Cll) (1 + t) + (-3&0 — 4&1) (1 — t) =
= —2@0 — 3(11 + (4&0 + 5011)75
i)

(T oS5 (ap+art) =T (S7" (a0 + art)) =T (S7" (ao + ast))
= T_l (—(10 — 2&1, 2(10 + 3(11) =

= —2ag — 3a;1 + (4ag + baq )t

4)U:{[Z Z} €M2X2(R):a—d:0}. T : U — P, linear tal que

() o(( ] o n((12]) e

a) Como
dimU=nul[1 0 0 —1]=3
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o [ L)

é linearmente independente e estd contido em U, entao é uma base de U. Assim, sendo 7" linear,

o=l () () -

=L({1+t+*1-2t—¢*}) =L {1+, t+¢})

e como {1 + ¢, ¢+ t?} é linearmente independente logo é base de Z (T'). Como

dim A (T) =3 — dimZ (T) = 1

0= (12— ) = ((1+6) ~2(1+1) -
(D) ()
(o=l = (5 2))

cenio {2191} b g 1),

b)
2-2t=(1+8)+(1-2t—1*) =

(Lol ()= (13 2)

ecomo N (T) =1L ({ [ ?) (2) } }), entao o conjunto solucao da equagao linear

(R
(12 81112210
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5) Considere T : P; — R? linear tal que

TO-2t)=(2,-1) e T(=5+1)=(-32).

a)
T(1)=—T(9—2t) — 2T (=5 +t) = — (2, —1) — 2(=3,2) = (4, —3)
TH) =T (=5+1)+T(5) = (—3,2) +5(4,-3) = (17, -13)
10 4 17 ao
resan=[o 1[5 5] 5] -
—_———————— — N —
B? M(T;BV;B2) laotart] py
= (4ap + 17ay, —3ag — 13ay)
b) Como
N (M (T; B2 B?)) = {0+ 0t} = {0}

(-1,1)=(2,-1)+(-3,2) =
TO-2)+T(—5+1t)=T(9—2—5+1)=T(4—1t)

entdo o conjunto solucdo da equagao linear 7' (ag + a;t) = (—1,1) é dado por {4 — t}.

c) Como T ¢ linear e é injectiva pois

N (M (1 B B2)) = {0+ 0t} = {o}

e dim P; = dimR? entdao T também é sobrejectiva, sendo assim um isomorfismo.

-1 5[5 -

M(r-1BB) @)
=13z + 17y + (—3z — 4y) t.

15



6) SedimU < ocoeT :U — V élinear entao
dimU = dim N(T) + dim Z(T')

Dem. Sejan =dimU. Ou N(T) = {0} ou N (T) # {0}.

Se N(T) = {0}, tem-se dim N (T) = 0. Seja B = {uy, ..., u, } uma base de U. Logo
T(B)={T (u1),.... T (un)} -

Vamos provar que 7T (B) é uma base de I(T).

Prova de que T (B) gera I(T):

Como U = L(B) eT élinear, Z(T) =T (U) = L (T (B)) e assim T (B) gera Z(T).

Prova de que 7' (B) é LI:

Seja v tal que T'(B) v = 0. Como T ¢ linear entdao T' (Bv) = 0 e assim Bv € N(T). Como N (T) = {0}
entao Bv = 0 e assim v = 0 uma vez que B é LI

Logo T (B) é uma base de Z(T) e assim
dimU =n=0+n=dimN(T) + dimZ(T)

Se N(T) # {0}, seja k = dim N(T) e seja By = {uy, ..., ux. } uma base de N(T). Logo
T(By) ={T (u1),....,T (ug)} = {0}.
Seja By = {v41,...,0,} C U tal que By U By = {uy, ..., ug, V11, -.., U } € uma base de U.

Vamos provar que 7' (B;) é uma base de I(T).
Prova de que T (B;) gera I(T):
Como U = L (B, U By) e T & linear entao
I(T)=TU) = L(T(B1UBy)) = L(T(B1) UT (By)) = L (T (By))
e assim 1" (By) gera Z(T).
Prova de que T (B;) é LI

Seja v tal que T (By)v = 0. Como T é linear entdo T (Bsv) = 0 e assim Byv € N(T). Como
N(T) = L (By) entao existe w tal que Bov = Bjw, isto é Bov — Byjw = 0 e assim v = w = 0 uma vez
que By U By é LI

Logo T (B;) é uma base de Z(T) e assim
dimU=n=k+n—k=dimN(T) + dimZ(T)
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