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De�nição. Seja V espaço um linear real. Um produto
interno em V é uma aplicação

h; i : V � V ! R

(u; v) ! hu; vi

tal que

(i) Linearidade: 8v 2 V (�xo) 8u;w 2 V e 8�; � 2 R

h�u+ �w; vi = � hu; vi+ � hw; vi

(ii) Simetria: 8u; v 2 V hu; vi = hv; ui

(iii) Positividade: 8u 2 V n f0g hu; ui > 0 e
hu; ui = 0, u = 0.

Observação. Um produto interno num espaço linear real
diz-se uma forma bilinear, simétrica e de�nida posi-
tiva.



De�nição. Seja V espaço um linear complexo. Um
produto interno em V é uma aplicação

h; i : V � V ! C

(u; v) ! hu; vi

tal que

(i) Linearidade conjugada: 8v 2 V (�xo) 8u;w 2 V
e 8�; � 2 C

h�u+ �w; vi = � hu; vi+ � hw; vi

(ii) Simetria conjugada: 8u; v 2 V hu; vi = hv; ui

(iii) Positividade: 8u 2 V n f0g hu; ui > 0 e
hu; ui = 0, u = 0.

Observação. Um produto interno num espaço linear
complexo diz-se uma forma sesquilinear, hermitiana e
de�nida positiva.



Exemplo.

Sejam a; b 2 R com a < b. Um produto interno (real)
emC ([a; b]) = ff : [a; b]! R tal que f contínua em [a; b]g

h; i : C ([a; b])� C ([a; b])! R

(f; g) ! hf; gi =
Z b
a
f (x) g (x) dx

h�f1 + �f2; gi =
Z b
a
(�f1 (x) + �f2 (x)) g (x) dx =

= �
Z b
a
f1 (x) g (x) dx+ �

Z b
a
f2 (x) g (x) dx =

� hf1; gi+ � hf2; gi

hf; gi =
Z b
a
f (x) g (x) dx =

Z b
a
g (x) f (x) dx = hg; fi

hf; fi =
Z b
a
(f (x))2 dx > 0 8f 6= 0



De�nição. Seja V um espaço linear com um produto
interno.

(i) Seja u 2 V . Chama-se norma de u a kuk =q
hu; ui:

(ii) Sejam u; v 2 V . u e v dizem-se ortogonais se e só
se hu; vi = 0:

(iii) Seja S um subconjunto não vazio de V . S diz-se
ortogonal se e só se 8u; v 2 S u 6= v ) hu; vi = 0.

(iv) Seja S um subconjunto não vazio de V . S diz-
se ortonormado se e só S se fôr ortogonal e 8u 2 S

kuk = 1.

Teorema. Seja V um espaço linear real com um produto
interno. 8u; v 2 V

ku� vk2 = kuk2 + kvk2 , hu; vi = 0 (teorema de
Pitágoras)



De�nição. Seja V um espaço linear com um produto
interno. Sejam u; v 2 V com u 6= 0. A projecção
ortogonal de v sobre u 6= 0 é

proju v =
hu; vi
kuk2

u

Num espaço linear real com um produto interno:

proju v =
hv; ui
kuk2

u

Observação. Seja u 2 V n f0g (�xo). A transformação

proju : V ! V

v ! proju v

é linear.



Teorema. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Seja V
um espaço linear com um produto interno. 8u; v 2 V

jhu; vij � kuk kvk
e jhu; vij = kuk kvk , fu; vg é linearmente depen-
dente

Teorema. Desigualdade triangular: Seja V um espaço
linear com um produto interno. 8u; v 2 V

ku+ vk � kuk+ kvk

De�nição. Seja V um espaço linear com um produto
interno. Sejam u; v 2 V n f0g. O ângulo � entre u e v
é de�nido por � = arccos hu;vi

kukkvk.

Observação. (i) cos � =
hu; vi
kuk kvk

(ii) � = �
2 , (u e v ortogonais)

(iii) proju v=
hu; vi
kuk2

u=kvk hu; vi
kuk kvk

1

kuk
u=kvk cos �

 
1

kuk
u

!



Observação. Seja B = fw1; :::; wng uma base orde-
nada de V espaço linear real. Sejam u; v 2 V

hu; vi =
* nX
i=1

�iwi;
nX
j=1

�jwj

+
=

nX
i=1

nX
j=1

�i�j
D
wi; wj

E
=

=
h
�1 : : : �n

i
| {z }

([u]B)
T

264 hw1; w1i : : : hw1; wni
... . . . ...

hwn; w1i : : : hwn; wni

375
| {z }

GB

264 �1...
�n

375
| {z }
[v]B

h; i : V � V ! R ((u; v) ! hu; vi) é um produto
interno em V se e só se GB é simétrica (GB = GTB)
e de�nida positiva (([u]B)

T GB [u]B > 0, para todo o
u 6= 0). A linearidade é óbvia.

À matriz GB chama-se matriz da métrica ou de Gram
do produto interno.

Observação. Ver-se-á que sendo GB simétrica:

hu; ui = ([u]B)
T GB [u]B > 0, 8u 6= 0),

, (todos os valores próprios de GB são positivos)



Teorema. Seja V um espaço linear real tal que dimV =

n. Seja B = fw1; :::; wng uma base ordenada de V .
Ter-se um produto interno em V equivale a ter-se 8u; v 2
V

hu; vi = ([u]B)
T GB [v]B =

h
�1 : : : �n

i
| {z }

([u]B)
T

GB

264 �1...
�n

375
| {z }
[v]B

com

GB =

264 hw1; w1i : : : hw1; wni
... . . . ...

hwn; w1i : : : hwn; wni

375

simétrica (GB = GTB) e todos os seus valores próprios
são positivos.

De�nição. Um espaço euclidiano é um espaço linear
real de dimensão �nita com um produto interno.



Teorema. Seja V um espaço linear complexo tal que
dimV = n. Seja B = fw1; :::; wng uma base ordenada
de V . Ter-se um produto interno em V equivale a
ter-se 8u; v 2 V

hu; vi = ([u]B)
H GB [v]B =

h
�1 : : : �n

i
| {z }

([u]B)
H

GB

264 �1...
�n

375
| {z }
[v]B

com

GB =

264 hw1; w1i : : : hw1; wni
... . . . ...

hwn; w1i : : : hwn; wni

375

hermitiana (GB = GHB = GB
T ) e todos os seus valores

próprios são positivos.

De�nição. Um espaço unitário é um espaço linear com-
plexo de dimensão �nita com um produto interno.



Exemplo.

O produto interno usual em Rn. 8u; v 2 Rn

hu; vi = uTv

Observação. No produto interno usual em Rn tem-se
GBc = I; GBc = G

T
Bc; valores próprios de GBc: 1 > 0

Exemplo.

O produto interno usual em Cn. 8u; v 2 Cn

hu; vi = uHv

Observação. No produto interno usual em Cn tem-se
GBc = I; GBc = G

H
Bc; valores próprios de GBc: 1 > 0

Observação. Em Rn (ou em Cn) o produto interno
usual é aquele em relação ao qual a base canónica é ortonormada| {z }

GBc=I
.



Exemplo. O produto interno usual em P2

h; i : P2 � P2 ! R�
a0 + a1t+ a2t

2; b0 + b1t+ b2t
2
�
!

!
D
a0 + a1t+ a2t

2; b0 + b1t+ b2t
2
E

= a0b0 + a1b1 + a2b2 =

=
h
a0 a1 a2

i
| {z }�
[a0+a1t+a2t2]Bc

�T
264 1 0 0
0 1 0
0 0 1

375
| {z }

GBc

264 b0b1
b2

375
| {z }

[b0+b1t+b2t2]Bc

.

De facto, BP2c =
n
1; t; t2

o
é ortonormada.



Exemplo. O produto interno usual emMm�n (R)

h; i :Mm�n (R)�Mm�n (R)! R

(A;B) ! hA;Bi = tr
�
ATB

�
=

mX
i=1

nX
j=1

aijbij = tr
�
ABT

�

De facto, Bm�nc é ortonormada.

O produto interno usual emM2�2 (R) :*"
a11 a12
a21 a22

#
| {z }

A

;

"
b11 b12
b21 b22

#
| {z }

B

+
= tr

�
ATB

�
=

2X
i=1

2X
j=1

aijbij =

=
h
a11 a12 a21 a22

i
| {z }�

[A]B2�2c

�T

26664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

37775
| {z }

GB2�2c

26664
b11
b12
b21
b22

37775
| {z }
[B]B2�2c

Com B2�2c =

("
1 0
0 0

#
;

"
0 1
0 0

#
;

"
0 0
1 0

#
;

"
0 0
0 1

#)
ortonormada.



Exemplo.

h; i : R2 � R2 ! R

produto interno usual (produto escalar) em R2

h(x1; x2); (y1; y2)i = x1y1 + x2y2

h(x1; x2); (y1; y2)i = h(y1; y2); (x1; x2)i

D
�(x1; x2) + �(x

0
1; x

0
2); (y1; y2)

E
=

= � h(x1; x2); (y1; y2)i+ �
D
(x
0
1; x

0
2); (y1; y2)

E

h(x1; x2); (x1; x2)i = (x1)2 + (x2)2 � 0

h(x1; x2); (x1; x2)i = 0, (x1; x2) = (0; 0)



Exemplo.

h; i: R2 � R2 ! R

produto interno não usual em R2

h(x1; x2); (y1; y2)i = x1y1 � x2y1 � x1y2 + 2x2y2

h(x1; x2); (y1; y2)i = h(y1; y2); (x1; x2)i

D
�(x1; x2) + �(x

0
1; x

0
2); (y1; y2)

E
=

= � h(x1; x2); (y1; y2)i+ �
D
(x
0
1; x

0
2); (y1; y2)

E

h(x1; x2); (x1; x2)i = x21 � 2x1x2 + 2x22 =

= (x1 � x2)2 + (x2)2 � 0
h(x1; x2); (x1; x2)i = 0, (x1; x2) = (0; 0)



Exemplo.

h(x1; x2); (y1; y2)i = x1y1 � x2y1 � x1y2 + 2x2y2 =

=
h
x1 x2

i " 1 �1
�1 2

# "
y1
y2

#

"
1 �1
�1 2

#
é simétrica e

os seus valores próprios:
3 +

p
5

2
e
3�

p
5

2
são todos

positivos

Assim, a aplicação h; i : R2 � R2 ! R, de�nida por

h(x1; x2); (y1; y2)i = x1y1 � x2y1 � x1y2 + 2x2y2
é um produto interno.



Observação. (i) Sendo B1 e B2 bases ordenadas de um
espaço euclidiano V . Se se tiver

hu; vi =
�
[u]B1

�T
GB1 [v]B1

e também

hu; vi =
�
[u]B2

�T
GB2 [v]B2

ou seja:

hu; vi =
�
[u]B2

�T
GB2 [v]B2 =

=
�
SB1!B2 [u]B1

�T
GB2SB1!B2 [v]B1 =

=
�
[u]B1

�T �
STB1!B2GB2SB1!B2

�
[v]B1

então

STB1!B2GB2SB1!B2 = GB1

(ii) Uma base B é ortonormada se e só se GB = I:



Teorema. Num espaço euclidiano ou num espaço unitário,
existe um único produto interno para o qual uma sua base
seja ortonormada.

Exemplo. Seja B = f(1; 0); (1; 1)g. O único produto
interno em R2 para o qual a base B é ortonormada é
dado por

h(x1; x2) ; (y1; y2)i =

= ([(x1; x2)]B)
T GB [(y1; y2)]B

=
h
x1 � x2 x2

i " 1 0
0 1

# "
y1 � y2
y2

#!
=

= x1y1 � x1y2 � x2y1 + 2x2y2 =

=
h
x1 x2

i " 1 �1
�1 2

# "
y1
y2

#
=

=
�
[(x1; x2)]B2c

�T
GB2c [(y1; y2)]B2c

com B2c = f(1; 0); (0; 1)g



De�nição. A aplicação kk : V ! R é uma norma se e
só se:

(i) 8u 2 V n f0g kuk > 0 (Positividade)

(ii) 8u 2 V; 8� escalar k�uk = j�j kuk (Homogeneidade)

(iii) 8u; v 2 V ku+ vk � kuk + kvk (Desigualdade
triangular)

De�nição. Um espaço normado é um espaço linear
com uma norma.



Teorema. Um produto interno pode ser obtida de uma
norma

hu; vi = 1

2

�
ku+ vk2 � kuk2 � kvk2

�

se e só se essa norma satis�zer a lei do paralelogramo:

ku� vk2 + ku+ vk2 = 2 kuk2 + 2 kvk2

Observação. Exemplo de uma norma que não dá origem
a um produto interno

kk : R2 ! R

k(�1; �2)k = j�1j+ j�2j



Teorema. Seja B = fw1; :::; wng uma base ortogonal
de um espaço linear V de dimensão �nita com um pro-
duto interno. Seja u 2 V . Então as coordenadas de u
em B são dadas por

[u]B =
hwi; ui
hwi; wii

=
hwi; ui
kwik2

e tem-se u =
nX
i=1

projwi u.

Além disso, se B fôr ortonormada então [u]B = hwi; ui
e assim

hu; vi =
nX
i=1

hwi; ui hwi; vi e kuk =

vuut nX
i=1

hwi; ui2.

Teorema. Seja V um espaço linear de dimensão �nita
com um produto interno. Então

(dimV = n e 0 =2 S � V , S = fw1; :::; wng ortogonal)

+

S é base ortogonal de V



Teorema. Método de ortogonalização de Gram-Schmidt

Seja V um espaço linear com um produto interno. Seja

fv1; v2; :::; vkg| {z }
linearmente independente

� V .

Sejam

w1 = v1

w2 = v2 � projw1 v2
:::

wk = vk � projw1 vk � :::� projwk�1 vk
então:

(i) L(fw1; :::; wig) = L(fv1; :::; vig) 8i = 1; :::; k

(i) fw1; :::; wkg é base ortogonal de L(fv1; :::; vkg)

(ii)
(

1

kw1k
w1; :::;

1

kwkk
wk

)
é base ortonormada de L(fv1; :::; vkg)



Exemplo. R3 com o produto interno usual

U = L(f(1; 1; 1); (1; 2; 3); (0;�1;�2)g)264 1 1 1
1 2 3
0 �1 �2

375 �!
:::

264 1 1 1
0 1 2
0 0 0

375 �!
264 1 0 �1
0 1 2
0 0 0

375
U =

n
(x; y; z) 2 R3 : x� 2y + z = 0

o
Uma base de U : f(1; 0;�1); (0; 1; 2)g dimU = 2

w1 = (1; 0;�1)

w2 = (0; 1; 2)� proj(1;0;�1)(0; 1; 2) =

= (0; 1; 2)� 0+0+(�2)
12+02+(�1)2

(1; 0;�1) = (1; 1; 1)

Uma base ortogonal de U : f(1; 0;�1); (1; 1; 1)g

Uma base ortonormada de U :
��p

2
2 ; 0;�

p
2
2

�
;

�p
3
3 ;

p
3
3 ;

p
3
3

��



De�nição. Seja V um espaço linear com um produto
interno. Seja U � V . O complemento ortogonal de
U é de�nido por

U? = fv 2 V : hv; ui = 0 8u 2 Ug .

Teorema. Seja V um espaço linear com um produto
interno. Seja U um subespaço de V .

(i)

fv1; :::; vng base de U

+

U? = fv 2 V : hv; v1i = ::: = hv; vni = 0g

(ii) U? é subespaço de V e U? \ U = f0g

(iii)
�
U?

�?
=
n
v 2 V : hv; ui = 0 8u 2 U?

o
logo

U �
�
U?

�?



Teorema. Seja V um espaço linear com um produto
interno. Sejam S1 e S2 subconjuntos de V . Então

S1 � S2 ) (S2)
? � (S1)? .

Teorema. Seja V um espaço linear de dimensão �nita
com um produto interno. Sejam U1 e U2 subespaços de
V . Então

(U1 + U2)
? = (U1)

? \ (U2)?

e

(U1 \ U2)? = (U1)? + (U2)?



Teorema. Seja A 2Mm�n(R).

(i) Rn = N (A)� L (A).

(ii) Com o produto interno usual em Rn tem-se

(L(A))? = N (A).

Teorema. Seja V um espaço linear com um produto
interno. Seja U um subespaço de V de dimensão �nita.

Então V = U � U? e V =
�
U?

�? � U?.
Teorema. Seja V um espaço linear de dimensão �nita
com um produto interno. Seja U um subespaço de V .

Então U =
�
U?

�?
Teorema.

(i) Considerando o produto interno usual em Rn tem-
se (L(A))? = N (A) e (N (A))? = L(A).

(ii) Com um produto interno não usual em Rn tem-se
(L(A))? = N (AGBc).



Exemplo. Seja

U = L (f(1; 1; 1)g)

e considere-se o produto interno usual em R3.

Uma base ortogonal de U : f(1; 1; 1)g.

Tem-se dimU? = 2 e

U? = N
�h
1 1 1

i�
=

=
n
(x; y; z) 2 R3 : x+ y + z = 0

o

Uma base de U?: f(1;�1; 0); (0;�1; 1)g.

Uma base ortogonal de U?: f(�2; 1; 1); (0;�1; 1)g (Gram-
Schmidt).

Tem-se

U =
�
U?

�?
= N

 "
1 �1 0
0 �1 1

#!
.



Teorema. Seja V um espaço linear. Sejam U e W
subespaços de V tais que V = U �W . Então existe
uma única T : V ! V a satisfazer em simultâneo as
seguintes condições

(i) T é linear,

(ii) T � T = T ,

(iii) I (T ) =W e N (T ) = U .

Dem. Para provar a existência basta de�nir T do seguinte
modo:

T (u+ w) = w:

Unicidade: T (u+ w) = T (u) + T (w) = T (w) =
T 0 (w) = T 0 (u) + T 0 (w) = T 0 (u+ w), logo T = T 0.

De�nição. Seja V um espaço linear. Uma transfor-
mação linear T : V ! V chama-se projecção se e só se
satis�zer T � T = T .

Observação. A projecção nas condições do teorema an-
terior é com frequência conhecida como a projecção sobre
U ao longo de W (ou de forma paralela a W ).



Teorema. Seja V um espaço linear de dimensão �nita
com um produto interno. Seja U um subespaço de V .
Então existem PU : V ! V e PU? : V ! V únicas a
satisfazer em simultâneo as seguintes condições

(i) PU e PU? são lineares,

(ii) PU = PU � PU e PU? = PU? � PU?,

(iii) I (PU)| {z }
=U

=

0B@ (N (PU))| {z }
=U?

1CA
?

e I
�
PU?

�
| {z }
=U?

=

0BB@ �
N
�
PU?

��
| {z }

=U

1CCA
?

.

Deste modo, 8v 2 V existem u = PU(v) 2 U e
w = PU?(v) 2 U

? únicos tais que

v = u+ w = PU(v) + PU?(v) =
�
PU + PU?

�
(v) .

Isto é, tem-se

I = PU + PU?:



Dem. Como V = U � U? então 8v 2 V existem
u 2 U e w 2 U? únicos tais que v = u + w. Sejam
PU : V ! V e PU? : V ! V tais que

PU(u+ w) = u e PU?(u+ w) = w.

Do teorema anterior conclui-se então o pretendido.

De�nição. Seja V um espaço linear de dimensão �nita
com um produto interno. Seja U um subespaço de V .
Às aplicações PU : V ! V e PU? : V ! V referidas no
teorema anterior, chamamos respectivamente projecção
ortogonal de V sobre U e projecção ortogonal de V
sobre U?.



Teorema. Seja V um espaço linear de dimensão �nita
com um produto interno. Seja U um subespaço de V .
Sejam v 2 V , fw1; :::; wlg uma base ortogonal de U e
fu1; :::; ukg uma base ortogonal de U?. Então

(i) fw1; :::; wl; u1; :::; ukg é uma base ortogonal de V .

(ii) PU(v) =
lP
i=1

hwi; vi
kwik2

wi =
lP
i=1

projwi v

(iii) PU?(v) =
kP
j=1

D
uj; v

E



uj


2 uj =

kP
j=1

projuj v

(iv) hPU (u) ; vi = hu; PU (v)i, 8u; v 2 V

(v)
D
PU? (u) ; v

E
=
D
u; PU? (v)

E
, 8u; v 2 V

(vi) kuk2 = kPU (u)k2 +



PU? (u)


2, 8u 2 V (teo-

rema de Pitágoras)



Teorema. Seja V um espaço linear de dimensão �nita
com um produto interno. Seja U um subespaço de V .
Seja v 2 V . O elemento de U mais próximo de v é a
projecção ortogonal PU (v) de v sobre U . De facto,
tem-se

kv � PU (v)k � kv � uk ,

para todo o u 2 U , e a igualdade veri�ca-se se e só se
u = PU (v).

Dem.

kv � PU (v)k2 = kv � u+ u� PU (v)k2 =

= kv � u+ PU (u)� PU (v)k2 = k(v � u)� PU (v � u)k2 =

=



PU? (v � u)


2 � 


PU? (v � u)


2+kPU (v � u)k2 =

Pitágoras

= kv � uk2

, kv � PU (v)k � kv � uk :



De�nição. Seja V um espaço linear de dimensão �nita
com um produto interno.

(i) Distância d entre um ponto v 2 V e um sube-
spaço U :

d (v; U) = kv � PU (v)k =



PU? (v)


 = 


PU? (v � 0)




(ii) Distância d entre um ponto v 2 V e um k-plano
P = fqg+ U :

d (v;P) =



PU? (v � q)




(iii) Distância entre dois k-planos paralelos P1 =
fag+ U e P2 = fbg+ U :

d (P1;P2) =



PU? (a� b)





