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Definicao. Seja V espaco um linear real. Um produto
interno em V' é uma aplicacao

():VxV =R

(u,v) — (u,v)

tal que

(i) Linearidade: Yv € V' (fixo) Vu,w € V eVa, 8 € R

(au + Pw,v) = a{u,v) + B (w, v)

(ii)) Simetria: Yu,v € V (u,v) = (v, u)

(iii) Positividade: Vu € V\{0} (u,u) > 0 e
(u,u) =0 u=0.

Observacao. Um produto interno num espaco linear real
diz-se uma forma bilinear, simétrica e definida posi-
tiva.



Definicao. Seja V espaco um linear complexo. Um
produto interno em V' é uma aplicacao

():VxV —=>C

(u,v) — (u,v)

tal que

(i) Linearidade conjugada: Vv € V (fixo) YVu,w € V
eVa,B3 € C

(au + Bw, v) = @ (u, v) + B (w, v)

(ii)) Simetria conjugada: Vu,v € V' (u,v) = (v, u)

(iii) Positividade: Vu € V\{0} (u,u) > 0 e
(u,uy =0« u=0.

Observacao. Um produto interno num espaco linear
complexo diz-se uma forma sesquilinear, hermitiana e
definida positiva.



Exemplo.

Sejam a,b € R com a < b. Um produto interno (real)
em C ([a,b]) = {f : [a,b] — R tal que f continua em [a, b]}

() C(la,0]) x C([a,0]) — R

b
(f,9) = (f.9) = | f(@)g()de
At f20) = [ (L (@) + 1f2 (@) g (@) do =

A [ @@ et [ B g @) de =
A{f1,9) +u{f2,9)

o= [ f@g@de= [ g() ] @)dw=g,)

Uh = [ G@Pd>0 vi#o



Definicao. Seja V' um espaco linear com um produto
interno.

(i) Seja u € V. Chama-se norma de u a ||u]| =
(u,u).

(ii)) Sejam u,v € V. u e v dizem-se ortogonais se e sé
se (u,v) = 0.

(iii) Seja S um subconjunto ndo vazio de V. S diz-se
ortogonal se e sé se Vu,v € S u #v = (u,v) =0.

(iv) Seja S um subconjunto ndo vazio de V. S diz-
se ortonormado se e sé S se for ortogonal e Vu € S
Jul] = 1.

Teorema. Seja V' um espaco linear real com um produto
interno. Yu,v € V

lu —v||? = ||u® + ||v]|? < (u,v) = 0 (teorema de
Pitagoras)



Definicao. Seja V' um espaco linear com um produto
interno. Sejam u,v € V com u # 0. A projeccao
ortogonal de v sobre u # 0 é

Num espaco linear real com um produto interno:

(v, u)
Jul|?

proj,, v = U

Observacao. Sejau € V'\ {0} (fixo). A transformacdo
proj, : V —V

U — Proj,, v

é linear.



Teorema. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Seja V
um espaco linear com um produto interno. Yu,v € V

[{w, v) < lull [[v]]
e [{(u,v)| = ||u||||v]] & {uw,v} é linearmente depen-

dente

Teorema. Desigualdade triangular: Seja VV um espaco
linear com um produto interno. Yu,v € V

lw =+ vl < flull 4 [l]]

Definicao. Seja V' um espaco linear com um produto
interno. Sejam u,v € V\ {0}. O angulo 6 entre u e v
é definido por @ = arccos 2t

Jullllv]]

Observacao. (i) cosf = (wv)
[[ull o]l
(i) 0 = 5 < (u e v ortogonais)

1 1
) ol 2L jjo]| cos (—u)
Jul ol Tl Tl ful

(iii) proj,, v=



Observacao. Seja B = {wjq, ..., wn} uma base orde-
nada de V espaco linear real. Sejam u,v € V

1= J=

i=1j—=1
(wy,w1) ... (wi,wn) | B
_ [ a o } : .. : :
\ ([ulp)" L (wn,wy) .. (wn,wn) || By |
B érg [Q;TB

(,) :VxV =R ((u,v) = {(u,v)) & um produto
interno em V' se e s@ se GB é simétrica (Gp = GB)
e definida positiva (([u]B) Gplulg > 0, para todo o
u # 0). A linearidade é ébvia.

A matriz G chama-se matriz da métrica ou de Gram
do produto interno.

Observacao. Ver-se-d que sendo G simétrica:
(u,u) = ([ulg)" Gglulg >0, Vu+#0) e

<> (todos os valores préprios de G sdo positivos)



Teorema. Seja V' um espaco linear real tal quedim V' =
n. Seja B = {wji,...,wn} uma base ordenada de V.

Ter-se um produto interno em V equivale a ter-se Vu, v €
v

. B1
(u,v) = ([ulg) Gpllg=| 1 ... an |Gp|
) T NT . | B ]
([u]p) ——
[’U]B
com
 (wi,wy) ... {(wi,wn) |
] (wn,w1) ... {wn,wn) |

simétrica (G = Gg) e todos os seus valores préprios
sdo positivos.

Definicao. Um espaco euclidiano é um espaco linear
real de dimens3do finita com um produto interno.



Teorema. Seja V um espaco linear complexo tal que
dimV =n. Seja B = {wq, ..., wn} uma base ordenada
de V. Ter-se um produto interno em V equivale a

ter-se YVu,v € V

(u,0) = (lp)" Gplolg = | o1 ... o
(lul )"
- (w1, wi) (w1, wn)
Gp = : 5
i (wn, wy) (Wn, wn) |

B1
By

[v] B

L i

hermitiana (G = G = G—BT) e todos os seus valores

proprios sao positivos.

Definicao. Um espaco unitario é um espaco linear com-

plexo de dimens3o finita com um produto interno.



Exemplo.

O produto interno usual em R". Vu,v € R"

(u,v) = ulv

Observacao. No produto interno usual em R"™ tem-se
Gp. =1, Gg,. = GTC, valores préprios de G.: 1 >0

Exemplo.

O produto interno usual em C". Vu,v € C"

(u, v) = v

Observacao. No produto interno usual em C" tem-se
Gp, =1, G, = GHC, valores préprios de G.: 1 >0

Observacao. Em R™ (ou em C™) o produto interno

usual é aquele em relacdo ao qual a base canénica é ortonormada.
Gg.=I




Exemplo. O produto interno usual em P>

(,) :PoxPr—R
2 2
(a0+a1t+a2t ,bo + b1t + bot ) —>
— <ao—|—a1t—|—a2t2,b0—I—blt—|—b2t2>

= agbg + a1by + azby =

(1 0 0 [ by |
= [ao al ag] 010 b1
h Vv ~r10 0 1] b

. | bo
) N - N——
([ao+art-+art?] 5, ) GBe  [bo+brt+b2t?] 5

De facto, sz = {1,t,t2} é ortonormada.



Exemplo. O produto interno usual em M, xn (R)

()t Mmxn (R) X Mpxn (R) = R

m mn

(A, B) — <A, B> = tr (ATB> = Z Z awbw = tr (ABT)
1=1j5=1

De facto, BT**™ é ortonormada.

O produto interno usual em Moo (R) :
2 2

ail a1z | | bix b2 T
<[ a1 a2 l \[ bo1 D29 ]J> ( ) ;; i70ij

A B

\ =

[ b11
b12

10
01
— [all aip azq a22} 0 0

- 0 0

g b2
(M) 2

1 0 0 1 0O O
2X2 __
cam® {15 0|5 0|15

ortonormada.

= O O O




Exemplo.
() R?x R —=R
produto interno usual (produto escalar) em R?

((z1,72), (Y1, ¥2)) = T1Y1 + T2Y2

(71, 72), (y1,92)) = ((¥1,92), (71, 72))

<)‘(x17 z2) + p(z1, 22), (y1, yz)> =

= A{(z1,22), (y1,92)) + 1 <(90/17 75), (v1, y2))

(21, 22), (z1,22)) = (21)° + (z2)* > 0

((z1,72), (71,%2)) = 0 < (x1,72) = (0,0)



Exemplo.
(,): R2xR? >R
produto interno nio usual em R?

((z1,72), (y1,¥2)) = T1Y1 — T2Y1 — T1Y2 + 2722
(71, 72), (¥1,42)) = ((¥1,92), (71, 72))

<>‘(w1’ 22) + p(z1, 22), (y1, y2)> =

= A(z1,22), (y1,92)) + 1 <(33/17 75), (v1, y2))

<($17 $2), (xla 5132)> — w% — 233]_332 —+ 2$% =

= (z1 — 22)? + (z2)? > 0
((z1,72), (1, 72)) = 0 & (x1,72) = (0,0)



Exemplo.

(z1,72), (Y1, y2)) = 1y1 — T2y1 — T1Y2 + 220y =

1 -1 é simétrica e
—1 2

3++5 3—+5

> e sao todos

os seus valores préprios:

positivos

Assim, a aplicagdo (, ) : R2 x R? — R. definida por

((x1,22), (Y1, ¥2)) = T1Y1 — T2y1 — T1Y2 + 222Y2

é um produto interno.



Observacao. (i) Sendo B; e B> bases ordenadas de um
espaco euclidiano V. Se se tiver

(u,0) = ([ulg,)” G, [,

e também

(u,0) = ([ulg,)" G, v,

ou seja:
(u,v) = ([U]32>TGBQ [v]g, =
= (S, -5, [U]81>TG62581%52 [ls, =

— <[u]Bl)T (SliglﬁBzGBzSBl—%’z) [”]Bl

entao

T
SBl—>B2GBQSBl—>BQ — GBl

(ii) Uma base B é ortonormada se e s6 se G = 1.



Teorema. Num espaco euclidiano ou num espaco unitdrio,
existe um dnico produto interno para o qual uma sua base
seja ortonormada.

Exemplo. Seja B = {(1,0),(1,1)}. O dnico produto
interno em R? para o qual a base B é ortonormada é
dado por

((z1,72),(y1,92)) =

= ([(z1,22)I8)" G5l¥1, ¥2)l5

B ()

:[xl—acz :132} 0 1
= X1Y1 — T1Y2 — X2Y1 + 2x2Y2 =

i E e

= ([, fE2)]Bg)TGBg [(y1, ¥2)] 52

com Bg ={(1,0),(0,1)}



Definicao. A aplicacdo |||| : V — R é uma norma se e
SO se:

(i) Vu € V\ {0} ||u|| > 0 (Positividade)

(ii)) Vu € V, V) escalar ||Aul|| = |A| ||u|| (Homogeneidade)

(iii) Vu,v € V' |Jlu +v|| < ||u|| + ||v]| (Desigualdade
triangular)

Definicao. Um espaco normado é um espaco linear
com uma norma.



Teorema. Um produto interno pode ser obtida de uma
norma

1
(u, 0) = 2 (llu + 0] = [Ju® = [[v]|?)

se e sO se essa norma satisfizer a lei do paralelogramo:

lu =0l + lu+ ol = 2 ||ul* + 20|

Observacao. Exemplo de uma norma que n3o da origem
a um produto interno

1] :R* > R

(o1, c2)|| = || + |ag]



Teorema. Seja B = {wjq, ..., wp} uma base ortogonal
de um espaco linear V' de dimensao finita com um pro-
duto interno. Seja u € V. Ent3o as coordenadas de u
em BB sdo dadas por

n
w;, U w;, U
{wiu) _ {wi,u) e tem-se u = )  proj,, u.

[ulg = =
(wi, wi)  |lw;l|? i—1

Além disso, se B for ortonormada entdo [u]g = (w;, u)
e assim

<’LL,’U> — Z <w27u> <wiav> € ||’LL|| — \l Z <wi7u>2'

Teorema. Seja V' um espaco linear de dimensdo finita
com um produto interno. Entdo

(dmV =n e 0&€SCV,S={wi,.., wn} ortogonal)
U

S é base ortogonal de V'



Teorema. Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Seja V' um espaco linear com um produto interno. Seja

iv17v2’”‘ka£ Cc V.

-
linearmente independente

Sejam

w], = v

W2 = V2 — Projy, v

Wg = Vf — PrOjyy, Vg — ... — Projy, , Vg
entao:

(i) L({wy, ..., w;}) = L({vy, oy v;}) Vi=1,..k

(i) {wq, ..., wy} é base ortogonal de L({v1,..., v })

1
(i) { o || ey —fwk} é base ortonormada de L({v1, ...
w1

[wg]



Exemplo. R3 com o produto interno usual

U=1L({(1,1,1),(1,2,3),(0,—-1,—-2)})

11 1 111 10 —1
1 2 3|—|012|—]01 2
0 -1 2] " |00oO0, 00 0 |

U:{(m,y,z)€R3:x—2y—|—z:O}
Uma base de U: {(1,0,-1),(0,1,2)} dimU =2

wy = (1,0, —1)
wy = (0,1,2) — proj(l,O,—l)(O7 1,2) =

=(0,1,2) - 25 (1,0.-1) = (1, 1,1)

Uma base ortogonal de U: {(1,0,—1),(1,1,1)}

Uma base ortonormada de U': {(\/75, 0, —\/75) : (\ég, \?, \?)}




Definicao. Seja V' um espaco linear com um produto
interno. Seja U C V. O complemento ortogonal de
U é definido por

Ut={veV:{(vu =0 YueU}.

Teorema. Seja V um espaco linear com um produto
interno. Seja U um subespaco de V.

(i)

{v1,...,vn} base de U

U
ULt ={veV:{(vv)=..=(,uv,) =0}

(i) UL é subespaco de Ve U+ NU = {0}
1L
(i) (UL) ={veV:(u)=0 Yuec Ut} logo

U C (UL)L



Teorema. Seja V' um espaco linear com um produto
interno. Sejam S7 e Sp subconjuntos de V. Entdo

S1 C S = (S2)* C (S1)*.

Teorema. Seja V' um espaco linear de dimensdo finita
com um produto interno. Sejam Uj e Us subespacos de

V. Entao

(U1 + Up)*t = (U1) N (Up)*

(U NUp)*F = (U1)* + (Un)*



Teorema. Seja A € My, xn(R).
(i) R" =N (A) @ L(A).

(ii) Com o produto interno usual em R"™ tem-se

(L(A))F = N(A).

Teorema. Seja V' um espaco linear com um produto
interno. Seja U um subespaco de V' de dimens3o finita.

1
EntioV=Uq@ULeV = (UL) e UL

Teorema. Seja V' um espaco linear de dimensdo finita
com um produto interno. Seja U um subespaco de V.

Entio U = (Ui)L
Teorema.

(i) Considerando o produto interno usual em R" tem-

se  (L(A)T=N(A) e N(A)"=L(A).

(ii) Com um produto interno nao usual em R" tem-se
(£(A)™ = N(AG3,).



Exemplo. Seja

U=1L({(1,1,1)})

e considere-se o produto interno usual em R3.
Uma base ortogonal de U: {(1,1,1)}.

Tem-se dimU+ = 2 e

vt=N(]111])=

:{(x,y,z)€R3:x—|—y+z:O}

Uma base de U+: {(1,—1,0), (0, —1,1)}.

Uma base ortogonal de U+: {(—2,1,1), (0, —1,1)} (Gram-
Schmidt).

Tem-se

v= ) =w (|5 31 7))



Teorema. Seja V um espaco linear. Sejam U e W
subespacos de V tais que V. = U & W. Entdo existe
uma unica T : V — V a satisfazer em simultidneo as
seguintes condicdes

(i) T é linear,
(ii) Tol = T,
(i) Z(T)=WeN(T)=U.
Dem. Para provar a existéncia basta definir T" do seguinte
modo:
T (u+ w) = w.
Unicidade: T (u+w) = T (u) + T (w) = T (w) =
T (w) =T (u) + T (w) =T (u + w), logo T =T".

Definicao. Seja V' um espaco linear. Uma transfor-

macdo linear T': V — V chama-se projeccao se e so6 se
satisfizer T'o T =T

Observacao. A projeccdo nas condices do teorema an-
terior é com frequéncia conhecida como a projeccao sobre
U ao longo de W (ou de forma paralela a W).



Teorema. Seja V' um espaco linear de dimensdo finita
com um produto interno. Seja U um subespaco de V.
Entdo existem Py : V. — V e PUL -V — V dnicas a
satisfazer em simultdneo as seguintes condicdes

(i) Py e Ppyo sdo lineares,

(II) PU:PUOPU e PUJ_:PUJ_OPUJ_,

1
(i) Z(Fu)=| W(P)| e Z(Fyu)=| (M (F))
—U =U-L _ylL =U

Deste modo, Vv € V existem u = Py(v) € U e
w = P (v) € U~ tnicos tais que

v=u+w=Py(v)+ Pyi(v) = (PU+PUL) (v).
Isto é, tem-se

IZPU"'PUL-



Dem. Como V = U @ Ut entdo Vv € V existem
weU e w e UL tnicos tais que v = u 4+ w. Sejam
Py:V —=VeP; :V—V tais que

Prlu+w)=u e Pyi(u+w)=mw.

Do teorema anterior conclui-se entdo o pretendido.

Definicao. Seja V um espaco linear de dimens3o finita
com um produto interno. Seja U um subespaco de V.
As aplicacdes Py:V —VeP; 'V — Vreferidas no
teorema anterior, chamamos respectivamente projeccao
ortogonal de V' sobre U e projeccao ortogonal de V
sobre U~



Teorema. Seja V' um espaco linear de dimensdo finita
com um produto interno. Seja U um subespaco de V.
Sejam v € V, {w1, ..., w;} uma base ortogonal de U e
{u1, ..., ur} uma base ortogonal de U-L. Entdo

(i) {wq,...,w;,u1,...,ur} € uma base ortogonal de V.
w;, U !
(i) Pu(v) = 35 200, = 5 proj,, v
i=1 ||wi| i=1

b (uj0) koo
(iii) Pryi(v) = X 5 Uj = 2, Projy; v
Bl

(iv) (Py (u),v) = (u, Py (v)), YVu,v € V
(v) (Pyi(u),v) = (u, Py1 (v)), Yu,0 €V

: 2 2 2
(vi) [[ull® = 1Py (w)* + || Py (u)]|” Vu € V' (teo-
rema de Pitagoras)



Teorema. Seja V' um espaco linear de dimensdo finita
com um produto interno. Seja U um subespaco de V.
Seja v € V. O elemento de U mais proximo de v € a
projeccao ortogonal FPj; (v) de v sobre U. De facto,
tem-se

lv = Py ()|l < [Jv—ul

para todo o u € U, e a igualdade verifica-se se e s6 se
u = PU (’U)

Dem.

lv— Py ()2 = |jv —u+u — Py (v)|]? =

= |lv — u+ Py (u) = Py (0)|I? = l(v —u) = Py (v —u)||* =

= [Py = w)|* <[Py (0 — ) +HIPe (0 = w2

2
= [lv = u]]

& [lv =Py (v)|| < lv—ull.

Pitagoras



Definicao. Seja V um espaco linear de dimens3o finita
com um produto interno.

(i) Distancia d entre um ponto v € V e um sube-
spaco U.:

d(v,U) = [lv— Py ()| =[Py ()| = || Py (v—0)]

(ii) Distancia d entre um ponto v € V e um k-plano
P ={q} +U:

d(v,P) =Py (v—0q)

(iii) Distancia entre dois k-planos paralelos P; =
{a}+U e Pr={b}+U:

d(P1,P2) = ||Py1 (a—b)



