Avaliacao e programa de Algebra Linear

1° Teste (21 de Marco): Sistemas de equagdes lineares
e matrizes. Espacos lineares.

29 Teste (2 de Maio): Matriz de mudanca de base.
Transformacdes lineares.

3¢ Teste (2 de Junho): Determinantes. Valores préprios
e vectores proprios. Diagonalizacdo. Produtos internos.
Ortogonalizacdo. Aplicacoes.

Teste de Recuperagdo (22 de Junho): T1+T2 ou T3 ou
Exame

Horarios para esclarecimento de dividas: 2% e 4% feiras
as 10:30; 5% feiras as 11:30

Local: sala P2 no Piso 1 do Pavilhiao de Matematica



Definicao

Equacao linear a uma variavel x

ar = b

Equacao linear a n variaveis x1, ..., Tn

a1r1+ ... +anxrn =0

Sistema de m equacoes lineares a n varidveis x1, ...

aij1xy + ... + a1pxn = by

a»1xy1 + ... + arpxn = by

X ami1T1 + ... + aAmnn — bm



Sistema de equacoes lineares

"

aij1xry + ... + aypxrn = by

\ a/m]_x]_ + cos —|_ aAmnn = bm

Matriz dos coeficientes do sistema:

ail - aip

A=

B =

Matriz aumentada do sistema:

[ a;; - arg | b1 ]
[A]B]=| : P




Observacao

As operacoes elementares
OéEz' — Ei 84 75 0
aplicadas ao sistema

"

ai1x1 + ... + a1p,xn = by

\ ami121 + ... + aAmnn — bm

correspondem as operacoes elementares
al; —L; o#0
al; + Lj — Lj

aplicadas a matriz aumentada [A | B]



Definicao
Uma matriz diz-se em escada de linhas se:

(i) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por ze-
ros) estdo por baixo das linhas ndo nulas;

(ii) Por baixo (e na mesma coluna) do primeiro elemento
ndo nulo de cada linha e por baixo dos elementos nulos
anteriores da mesma linha, todas as entradas sdo nulas.
Esse primeiro elemento n3do nulo de cada linha tem o
nome de pivot.

Exemplos de matrizes em escada de linhas

4 —1 2 0 01 3 0
0 1 -—-11 100—501
0 0 —2 2]

(2 —1 1/2 0 0 ]

0 0 -3 0 V2

0 0 0 0 -5

'0 0 0 0 0 |




Método de eliminacao de Gauss

Objectivo: permitir classificar e resolver sistemas de

equacoes lineares

Execucao: uso sucessivo das operacdes elementares
L; < L

OALZ'—|—Lj—>Lj com 1<

necessdrias a transformacdo da matriz aumentada inicial
[A | B] numa matriz em escada de linhas equivalente,
ou seja, correspondente ao um sistema equivalente (que

tenha o mesmo conjunto solu¢do) ao sistema inicial.



Exemplos de matrizes em escada de linhas

4 -1 2 0 01 3 0
0 1 -—-11 [oo—5o]
0 0 -2 2

(2 —1 1/2 0 0 ]

0 0 -3 0 2

0O 0 0 0 -5

0 0 0 0 0 |

Exemplos de matrizes em escada reduzida de linhas

1000 0100
0 101 100101
0012

"1 -1 00 0"

0 0 100

0 0 00 1

0 0 00 O




Definicao

Matrizes em escada reduzida de linhas s3o matrizes
em escada de linhas em que:

(i) Os pivots sdo todos iguais a 1

(i) Todas as colunas que contém os pivots, tém todas
as restantes entradas iguais a 0, com excepcao desses
pivots.



Teorema

Sendo A uma matriz qualquer do tipo m X n e sendo B
e C' duas matrizes em escada reduzida de linhas obtidas
de A entdo tem-se B = (. Existe um dnica matriz em
escada reduzida de linhas obtida de A (por aplicagdo do
Método de eliminacdo de Gauss).

Suponhamos que B # C

Por exemplo

130 2 -5 1 307 1
B=|001 -3 2 C=|10018 -3
000 0O O 0000 0
Ent3o
(1 0 2 | (1 0 7 |
B =01 -3 C'"=101 8
|00 0 | 0 0 0




Iexr | O
B’_[Lgrllg] ou B = O é
Rk
Irxr | O]
C’:[I”'g?“ I %’] w | 0 |0
o

Como os sistemas correspondentes a B’ e a C' s3o equiv-
alentes (tém o mesmo conjunto solu¢do) ent3o:

ou b’ = ¢’ e ambos t&m a mesma soluc3o tinica ou sdo
ambos impossivelis.

Logo B’ = C' o que é uma contradic3o.



Observacao

(i) O n? de pivots de uma qualquer matriz em escada
de linhas obtida de A é igual ao n° de pivots da matriz
em escada reduzida de linhas obtida de A.

(ii)) O n° de colunas sem pivot de uma qualquer matriz
em escada de linhas obtida de A é igual ao n® de colunas

sem pivot da matriz em escada reduzida de linhas obtida
de A.

Definicao

Chama-se caracteristica de A (car A) ao n° de pivots
de uma matriz em escada de linhas obtida de A.

Chama-se nulidade de A (nul A) ao n° de colunas sem
pivot de uma matriz em escada de linhas obtida de A.



Observacao

(i) car A = n® de linhas n3o nulas da matriz em escada
obtida de A

(ii) 0 < carA < min{m,n} carA4+nulA=n



Exemplos
4 —1
=15

Pivotsde A: 4, carA=1, nulA=1

01 3 0
B_[00—51]

Pivots de B: 1 e —5, carB=2, nulB=2

2 -1 1/2 0 0
0 0 -3 0 V2
C=/0 0 0 0 -5
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

Pivotsde C': 2, =3 e -5, carC =3, nulC =2



Observacao

Seja A a matriz (do tipo m X n) dos coeficientes de um
sistema.

Seja [A | B] a matriz aumentada desse sistema.

(i) n® de colunas de A = n? total de varidveis do sistema

=N

(ii) car A = n© de pivots da matriz em escada obtida de
A = n? de incégnitas n3o livres = n? de linhas n3o nulas
da matriz em escada obtida de A

(iii) nul A = n° de colunas sem pivots = n° de incégnitas
livres = grau de indeterminacdo do sistema



Exemplo de sistema possivel e determinado

4 -1 2 | 0
0 1 -1 1
0 0 —2 |2

Exemplo de sistema possivel e indeterminado

01 3 |0
00 -5 |0

Exemplo de sistema impossivel

2 —1 1/2 0 0
0 0 -3 0 | V2
O 0 0 0| -5
0 0 0 O 0




Teorema

A mXmn

Se car A = car [A | B] = n entdo o sistema é possivel
e determinado (tem uma unica solugdo).

Se car A = car [A | B] < n entdo o sistema é possivel
e indeterminado (tem mais do que uma solu¢3o).

Se car A < car[A | B] entdo o sistema é impossivel
(ndo tem solucgdo).

Observacao

Segue-se a resolucdo do sistema pelo método de substi-
tuicao



Exemplo

r+2z=3 , 1 01 x 3
r+2y+22=206 & 1 2 2 y| =16
3y +32 =6 ' 033]|[=z]| |6
(1 0 1 | 3] (1 01 | 3]
1 22| 6 — 021 | 3
033 ] 6| Dhtlemlalg 33| 6

o O
o N O

NW = =
NIw W W

(—%) Lo+L3z—1L3

car A = car[A | B] = 3 = n (n? total de varidveis), o
sistema diz-se possivel e determinado (solucao tinica).

r+z=3 x =2
2y+2=3 ¢ y=1
%z:% z=1

Conjunto solucdo ou solucdo geral:

CS =4{(2,1,1)} c R3




Exemplo

00 3 -9 6
5 15 —10 40 | —45| —
'1 3 -1 5 | -7
(1 3 -1 5 —7
— 1 3 -2 8 —9 —
1700 3 9] 6
s Lo— Lo
(1 3 -1 5 ~7
— 00 -1 3 2| —
“litl=la g 0 3 _9 | 6
(1 3 -1 5 | -7
. 00 —1 3 | =2
3L2—|—L3—>L3 00 0 0 | 0

carA = car[A| B] = 2 < 4 = n, o sistema diz-se
possivel e indeterminado (mais do que uma solucdo).

x+3y—z+b5w=-7 o r=—-3y—2w—>5
—2z+ 3w = -2 z=3w+2

Conjunto solucdo ou solucdo geral:

CS={(-3y —2w—-5,y,3w+2,w) : y,w € R} c R4



Exemplo

1 2 3
SejaacR |11 -1 | 2| —
11 ol

1 2 1 | 3
— | 0 —1 —2 | -1 .
|0 0 (a—=2)(a+2) | a—2
Sea=2entdocarA=car[A|B]=2<3=mneo
sistema diz-se possivel e indeterminado.

{:I:—|—2y—|—z:3 <:>{$:3Z—|—1

—y —2z=—1 y=—2z+1
a solucao geral do sistema é:

{324+ 1,-22+1,2): 2 € R} Cc R?

Sea = —2entdocarA =2 <3 =car[A|B]eo
sistema nao tem solucao e diz-se impossivel.

Se a # —2 e o # 2, entdo carA = car[A | B] =
3 = n e o sistema diz-se possivel e determinado (tem
solugdo dnica). CS = {(O‘+5 a_ 1 )} C R3

oa+2’ a+2’ a+2



a1l a2 - aip
ar ax -0 ap
A=\ 5 A = (aij)mxn
| OGm1l Gm2  AGmn

Sem =mn A matriz quadrada
aii, aso, ..., ann - diagonal principal de A.
Se m #n A matriz rectangular.

matriz linha i de A: [ail ajp e g,

alj

. . a;
matriz coluna j de A: 2J

amj i

matriz nula 0,,,«,, ou O



matriz diagonal

matriz identidade /

aj1; O
0 ao
0
1 0

0 1

0

matriz triangular superior

aiip ai2
0 ao
0

matriz triangular inferior

ai1 O
az1 a2

—t

a1n
a2n,




Definicao

Uma matriz (real) A do tipo m X n é uma aplicacdo:

A:{1l,...m} x{1,...n} — R

(2,7) — ayj

Notacdo Mmxn (R) Mxn (C)

Definicdo A = (a;j)mxn B = (bij)pxq

A=B se m=p n =q a;; = by



Exemplos

1 -1 12 3 4
A‘[—z 2] B‘[zo—z o] C=lo0 7]

Aé2x2 B é2 x4, Célx3

a1 = —2, b13=3, c12=0



Definicdo A = (a;j)mxn B = (bjj)mxn

A+ B = (a;; + bij)mxn.

Exemplos

[ -1 ] 1]
C=1 1/2 D=|-1/2
% V2

1 2 3
A+B_[456] C+ D=

o O O




Definicdo  « escalar A = (a;j)mxn

aA = (aa;;)mxn

Notacdo —A=(-1)A

Exemplo
1 4 -1 —2 -8 2
‘4"[—3 2 6 ] "2A“[ 6 —4 —12
Observacao
1A=A 0A=0
Definicao

A—B=A+ (—B)



Teorema

A, B, C e D matrizes de tipos apropriados, o« e 5 es-
calares.

A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C
A+0=0+A=A
A+B=B+A=0 = B=-A
a(BA) = (aB) A
(a+B)A=aA+BA

A+...+ A=nA

n vezes

a(A+4+ B) =aA+ aB



Definicao
A= (a;j)mxp B = (bij)pxn

p
AB = (ailblj + ... + aipbpj>m><n — Z aikbkj
k=1

mXxn

ail - ap | _
= = b11 b1; b1n
a”l,]. o« o e azp : o« o e : .« o e : p—
- ml Amp |
> a1kby > a1kbpn
— ) —
— > Gikb;
k=1
P p
> ampbra > Amkbrn
| k’:l k':]. _




Exemplo

S
32 1| 1/2 | =
V2 |

3><(—1)—|—2><%—|—1><(—\f2>] — [—\@—2}

- g

1/2 |32 1]=
V2
[ (-1)x3 (-1)x2 (-1)x1 |
_ %x3 %x2 %xl
(-v3)x3 (-v)x2 (-v2)x1,
-3 -2 -1 ]
_ 3 1 1

i —3§ﬁ —2v/2 —%@ |



Exemplo

1




Definicao A, «, AP =

Observacao

[ a17 O

Observacao.

A =

AB =

p vézes

0 17 [(ar)? O

5 _ | 0 (ax)”
0 : -
0 ann | 0

Em geral AB # BA
0 1 0 —1
HOEES

(1 0 ~1 0
BRI

Observacao CD =0 (C =0o0u D = 0)

A =T (A #0)




Teorema A, B, C' e D matrizes de tipos apropriados, «

e (B escalares.

A(BC)=(AB)C

Se A for quadrada (A™)" = A™"
A(B+C)=AB+ AC
(B+C)D=BD+CD

a(AB) = (aA) B = A(aB)

Al = A
IB=2RB
A0=0

0B=0



Observacao

ai1ry + ... + a1pxTn = by

& AX =B

aii A1n ]
com A = ; X = ; e B =
i am1 amn | In
Definicao
e
S = z é uma solucao de AX = Bse AS =B
Sn

Observacao R" = M,, 1 (R)




Observacao MUITO IMPORTANTE:

aii A1n
Se A= : : e X =
| Oml amn |
entao:
aiil A1n
AX = : rx1+ -+ :
| Oml | OGmn |




Definicao

Sistema linear homogéneo: AX =0

a11x1 + ... +ayjpxn =0

am1x1 + ... + amnxrn =0

Definicao

A solucdo geral do sistema linear homogéneo AX = 0
chama-se nicleo de A e escreve-se N (A)

N(A)={X:AX =0}

Observacao

AX = 0 admite pelo menos a solucao trivial:

1 0
X p— : p— :
In O




Teorema

Se AX = B tem duas solucdes distintas X e X7 entdo
terd infinitas solucdes.

Teorema

Todo o sistema linear homogéneo tem solucdo: ou tem

sé a solucdo trivial ou tem infinitas solucoes.

Se A m X n é tal que m < n entio AX = 0 tem
infinitas solucdes.



Teorema

Y, W solucbes de AX =0

U

Y + W solucdode AX =0

Y solucdode AX =0

U

aY soluciode AX =0

Teorema
solugdo geral de  solugdo particular de

solucdo geral de
AX =0



Exemplo

002 11[az 9

B 2202||y]| | o
AX=B< g 0021|222
3060 |w]| | -6]

A solucdo geral de AX = B:
(Sol. part de AX = B) + (Sol. geral de AX = 0)

(0,0, —1,0) é uma solugdo particular de AX = B.



Exemplo solucdo geral de AX = O:

0 0 21 2 2 0 2

2 2 0 2 N 0O -3 6 -3
O 0 21 O 0 2 1

| 3 0 6 0 0 0 0 0 |
r=w

Yy = —2w

z:—%w

solucdo geral de AX = O:

{(w, —2w, —%w, w):w E R}

solucdo geral de AX = B:

{(0,0,-1,0)} + {(w, 2w, —jw,w) : w € R} =

:{(w, —2w, —%w —1l,w):we R}



Resolucao Alternativa.

0 0 21 —2 2 2 0 2

2 2 0 2 0 . 0O -3 6 -3
0 0 21 —2 0O 0 2 1
13 0 6 0 —6 0 0 0 O
2r + 2y +2w =20 T =w
—3y+6z—3w=-6 &< y=-—2w

22 +w = —2 z:—l—%w

solucdo geral de AX = B:

{(w, —2w, —1 — %w,w) LW E R}




Definicao

A é invertivel se existir uma matriz B tal que

AB=BA=1

Béamatrizinversade A e B=A"1

Observacao



Teorema

A inversa de uma matriz invertivel é Unica

Se uma matriz quadrada tiver uma linha ou uma coluna

nula entido n3o é invertivel

Se A é invertivel e AB = AC entio B =C

Se A é invertivel e AB =0entido B=0

Se existir [ € N tal que A = 0 entdo A n3o é invertivel



Teorema

Se o # 0 e A é invertivel entdo A é invertivel e

1
(@A)~ =471
(87

Se A é invertivel entio AL & invertivel e
—1 T
(A7) " =(a)

Se A e B s3o invertiveis entido AB é invertivel

(AB) ' =B71a"1
Se A é invertivel entido A™ é invertivel e

(Am)—l _ (A—l)m
Notacao

A = (Am)



Como inverter matrizes invertiveis do tipo n X n
Se A fér invertive: AX =B« X =A"1B

AX=IB&IX=A"1B [A|I] — |[I|A7Y

Exemplo
[—2 1|1 o]__é[—z 1| 1 o]_+
3 1
~1 2] 01 0 3| -5 1
] S 1
1 0] -3 3
—
L 5
_01|—§ g_
S
[—2 1]1 73 3
—1 2 12
| 3 3.
[ _2 1] [ _2 1]
—2 1 3 3 3 3 —2 1 I
-1 2 1 2| | 12|t 2]
| 73 3] [ 73 3_




Logo, A ndo é invertivel.



Teorema A n X n. As seguintes condicGes sdo equiva-
lentes.

AX = B tem a solucdo tnica X = A~1B
AX =0 tem a solucdo tnica X =0

A é invertivel

carA=n

nulA =0

Teorema A, B n X n

AB invertivel < A e B s3o invertiveis.

Teorema A n X n

AB=I1 = (BA=I1 e B=A



Definicao
A transposta de

A= (aij)an

é
AT = (aji)nxm
isto é
- T -
aiip ai2 -+ Qain aii
a1 a2 -+ Q2p _ ai2
| OGml Am?2 amn | | A1n
Exemplo
"0 1 -1 3 7 ? g
2 2 0 =2 =1 1 0
R

a2

azn




Teorema

(aA)! = aal

(AB)! = BT AT

(A1 4. Ap)t = AL Al Al



Definicdo A = (a;;)nxn

A & simétrica se A = AT (aij = aj;)

1 2
Exemplo [ > 0 ]

Definicdo A = (a;;)nxn

A é anti-simétrica se A = — AT (aij = —aj;)
0 —1
Exemplo [ 1 0

Observacao A+ AT & simétrica, A— AT é anti-simétrica

A= (A+AT)+%(A—AT)

1
2



Teorema.

Se A é simétrica invertivel entio A~ é simétrica

Se A e B s3o simétricas, AB é simétrica & AB = BA



Definicdo. Seja A = (a;j)nxn.- O trago de A é o
ntimero real (ou complexo)

n
tr(A) = a11+ ... + ann = Zaii

1=1
1 4
Exemplo tr ([ 3 _3 ]) = —2

Teorema. Sejam A = (a;j)nxn, B = (bjj)nxn € &
escalar. Tem-se

tr(A+ B) = tr(A)+tr(B)

tr(aA) = atr(A)

tr(AT) tr(A)

tr(AB) = tr(BA)



