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Equacao linear a uma variavel x

ar = b

Equacao linear a n variaveis x1,...,Tn

a1r1+ ... +anxrn =0>0

Sistemas de m equacoes lineares a n varidveis

ai1ry + ... + a1,xn = by

a»1x1 + ... + arpxn = by

X ami1I1 + ... + aAmnn — bm



OBJECTIVO

Classificar e Resolver sistemas de equacoes lineares

Método de eliminacao de Gauss

( (

r+2z=3 T+ z=
{ x+2y+22=6 & ... &< 2y+z=

_ 3. _ 3
\3y—|—3z—6 | 52 =5

Operacoes elementares

(aE; — E; « # 0) ndo necessdria
Possivel e determinado?
Possivel e indeterminado?

Impossivel?



Método de eliminacao de Gauss (aplicacao das op-
eracoes elementares com vista a obtencao de um

sistema em escada)

P

N\

\

r+2z=3
r+2y+22=206

3y +32=26

<~
(—%) E>+FE3—F3

\

=
(—1)E1—|—E2—>E2

r+z=3

2y +z =3 <«

T+ z =

s 2y+2=3

\ 3y +32=26

Nl
N
|
Nl

O sistema tem a solucdo unica (2,1,1)

e diz-se possivel e determinado. S = {(2,1,1)}



aij1xy + ... + a1,xn = by

a»1x1 + ... + arpxn = by

X ami1o1 4+ ... + aAmnn = bm

Matriz dos coeficientes do sistema: A =

Matriz aumentada do sistema:
a1 - aiy | b1 ]
[A | B] — . c . . . .

Matriz dos termos independentes do sistema:

B =




Classificar e Resolver sistemas de equacoes lineares

Método de eliminacao de Gauss
Operacoes elementares
L; < L;
al; + Lj — Lj
(aL; — L; o # 0) ndo necessaria

aplicadas a matriz aumentada [A | B]

conduzem a matrizes em escada de linhas

412 |0 01 3 |0
o1 -111 100—5|o]
00 -2 | 2

(2 —1 1/2 0 0 ]

0 0 -3 0| V2

0 0 0 0| =5

0 0 0 O 0




A mXn

n° de colunas de A = n? total de variaveis do sistema

=n
car A = n? de linhas n3o nulas da matriz em escada
obtida de A =

= n® de pivots = n° de incégnitas ndo livres

nul A = n? de incégnitas livres = grau de indeterminacio
do sistema = n? de colunas sem pivots

0 <carA <min{m,n}

carA+nuldA=n



4 —1 01 3 0
Al_[ ] A2_[o 0 -5 1

2 -1 1/2 0 0
0 0 -3 0 2
A3=|0 0 O 0 -5
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O

Pivots A1: 4 Ay 1,-5 A3z 2,—-3,-5

carAj =1, <carA, =2, <carA3=3

nul Al =1, nul A2 = 2, nul A3 = 2



A mXn

Se car A = car[A | B] = n entdo o sistema é possivel
e determinado (tem uma tnica solu¢do).

Se car A = car[A | B] < n entdo o sistema é possivel
e indeterminado (tem um n? infinito de solucdes).

Se car A < car[A | B] entdo o sistema é impossivel
(ndo tem solucgdo).



Método de eliminacao de Gauss.

T+ z = 1 01 T 3
r+2y+22=206 & 1 2 2 y| =16
3y +32=26 10 3 3] %] | 6 |
(1 01 | 3 (101 | 3
1 22| 6 — 0211 3
033 | 6| Dtllalg 33| 6
101 | 3]
. 021 3
(-3)terts—ts [0 0 § | 3

car A = car[A | B] = n = 3, o sistema diz-se possivel
e determinado.

Tr+z= r =2
%z:% z=1

C.S.={(2,1,1)} c R3.



3z —9w =6
5z 4+ 15y — 10z 4+ 40w = —45
r+3y —z+bw=-7

(0 0 3 -9 | 6 |
5 15 —10 40 | —45| —
|1 3 -1 5 | -7
(1 3 -1 5 -7
— 1 3 -2 8 -9 —
fels g0 3 —9| 6
s Lo— Lo
(1 3 -1 5 -7
— 00 -1 3 —2 —
“hitle=la g g 3 9 | 6
(1 3 -1 5 | —7]
s 00 —1 3| -2
3Lo+L3— L3 0 0 0 0 | 0

carA = car[A| B] = 2 < 4 = n, o sistema diz-se
possivel e indeterminado (infinitas solucoes).



r+3y—z+bw=-7 o r=—-3y —2w —>5
—z 4+ 3w = -2 z=3w+ 2

A solucdo geral do sistema é:

S={(-3y—2w—-5,y,3w+2,w) : y,w € R} c R*



1 2 3
SejaacR |11 -1 | 2| —
11 o

1 2 1 | 3
— | 0 —1 —2 | =1 :
|0 0 (a—2)(a+2) | a—2]
Sea=2entdocarA=car[A|B]=2<3=neo
sistema diz-se possivel e indeterminado.

{:U—|—2y—|—z:3 <:>{x:3z—|—1

—y —2z=-—1 y=—2z+1

a solucdo geral do sistema é:

{3241,-22+1,2): z ¢ R} C R3

Sea = —2entdocarA =2 <3 =car[A|B]eo
sistema nao tem solucao e diz-se impaossivel.

Sea# —2ea# 2 entdocarA=car[A| B]=3=n
e o sistema diz-se possivel e determinado (tem solucao

. . . a+5 a 1
Unlca)- S = {(a_|_27 a+2’ a+2)}




[ a11 a2

a a
A= | 021 022
| Am1 am2

a1n
azn

ammn

Sem =mn A matriz quadrada

A= (Cbz'j)mxn

aii, aso, ..., ann - diagonal principal de A.

Se m #n A matriz rectangular.

matriz linha i de A: [ail a;o

matriz coluna j de A:

matriz nula 0,,x, ou 0. Or«3 = [

alj
azj

amj i

Ain

0 0O
0 0O



matriz diagonal

matriz identidade /

aj1; O
0 ao
0
1 0

0 1

0

matriz triangular superior

aiip ai2
0 ao
0

matriz triangular inferior

ai1 O
az1 a2

—t

a1n
a2n,




1 -1 12 3 4 -
A:[—z 2] B_[20—2 o] C=]00 7]

Aé2x2 Bé2x4 (Célx3

a1 = —2, b13 =3, c12=0



Uma matriz (real) A do tipo m X n é uma aplicacdo:

A:{1l,...m} x{1,...n} — R

(2,7) — a;j

Notacdo Mmxn (R) Mxn (C)

Definicdio A = (a;j)mxn B = (bij)pxq

A=B se m=p n=4q ajj = bj;



Definicdo A = (a;j)mxn B = (bjj)mxn

A+ B = (a;; + bij)mxn.

—1 1
c=| 1/2 D= -1/2
=% vz
[0
4 5 6 0




Definicdo  « escalar A = (a;j)mxn

aA = (aa;;)mxn

Notacao —A =(-1)A

2 -8 2
f*"[—s 2 6 ] "2A“[ 6 —4 —12

=
BN
I

AN

0A=0

Definicao

A—B=A+(-B)



Teorema. A, B, C e D matrizes de tipos apropriados,

« e (3 escalares.

A+B=B+ A

A+ (B+C)=(A+B)+C
A+0=0+A=A

A+ B=B4+A=0 = B=-A
a(BA) = (ap) A
(a+B8)A=ad+BA

A+...+ A=nA

TV
n vezes

a(A+ B) =aA+ aB



Definicdo A = (a;;)mxyp B = (bij)pxn
p
AB = (ailblj + ...+ Cbz'pbpj) = Z a;ikbp;
mXxn
k=1
ai1 -+ aip | _
' 5 b11 b1 bin
731 Qip 5
: | bp1 bpj bpn _
- Aml Amp |
- . _
>~ a1kbr > a1kbry
p
= ) aikbkzj
k=1
p p
kz A kbr1 >~ amkbrn




Definicao

(A#0)

[ a11
0

0

0
a22

Em geral AB # BA

A=

AB =

Anxn AP = A...
p vézes
0 1° [(ar)? O
= _ 0 (ax2)”
ann | 0

i




S
32 1| 1/2 | =
V2 |

— [3><(_1)+2><§+1x (~v2)| = [-v2-2]

g -
1/2 [3 21]:
V2 |
[ (-1)x3  (-1)x2 (=1)x1 |
— | 3x3 Ix2 Ix1
| (-v2) %3 (-v2) x2 (-v2)x1
T I
_ 3 1 1

32 2v2 —v2



1




Teorema. A, B, C e D matrizes de tipos apropriados,

« e (3 escalares.
A(BC)=(AB)C

Se A for quadrada (A™)" = A™"
A(B+C)=AB+ AC
(B+C)D=BD+CD

a(AB) = (aA) B = A(aB)

Al = A
IB=2RB
A0=0

0B=0



a11x1 + ... + a1p,xn = by

< AX =B
\ aAmi1ol + ... + aAmnn — bm
ail ain T b1
Aml Amn | | Tn | | bm
s1 |
: ou S=1(s1,..-,8n) ¢ € uma solucao de
Sn ] Eﬁén

AX =B se AS=1RB




MUITO IMPORTANTE:

AX = | ¢ |ag+--




Se AX = B tem duas soluc¢des distintas X e X7 entdo
terd infinitas solucdes.

Sistema linear homogéneo: AX =0

T1 a11x1 + ... +ayjpxn =0
X = : |7 tal que :
Tn am1x1 + ... + amnxn =0

AN

A solucdo geral do sistema linear homogéneo AX = 0
chama-se nicleo de A e escreve-se N (A)

N(A)={X:AX =0}

AX = 0 admite pelo menos a solucao trivial:

1 0
X p— : p— :
In O

Todo o sistema linear homogéneo tem solucdo: ou tem
sé a solucdo trivial ou tem infinitas solucdes

Se A m X n é tal que m < n entdio AX = 0 tem
infinitas solucoes



Y, W solucbes de AX =0

U

Y + W solucdode AX =0

Y solucidode AX =0

U

aY soluciode AX =0

solugdo geral de  solugdo particular de

solucdo geral de
AX =0



0 0 al 1 —a

B 2 2 0 a z2 | | O
Bat =D < 0 0 a1l 3 | | —a
|1 3 0 6 0 | za | | —6

A solucdo geral de B4 X = D:
(Sol. part de B X = D) + (Sol. geral de B;X = 0)

(0,0,—1,0) é uma solugdo particular de B4 X = D.



solucdo geral de B X = 0:

(0 0 a 1] (2 2 0 a |
220a|__ |0 -36 —3a
0O Oa 1| .. |0 O a 1
1306 0 0 0 0 O
(:c:—2:c3

a2
§ To= |2+ —|x3

2
Tg4 = —Qax3

\

solucdo geral de B X = O:

{(—2:1:3, (2 + %2> x3, T3, —ar3) : T3 € R}

solucdo geral de Bo X = D:

{(07 0, -1, O)}"‘{ <—2€U3, (2 + %2) xr3, X3, —0,.183) 1 X3 € R} =

:{ <—2gc3, <2 + %2> r3,r3 — 1, —CL:E3> 1 X3 € R}



Resolucao Alternativa.

00 a1l | —a (2 2 0 a 0 |
220a | 0| |0 -36 —3a | —6
O 0 a1l —a O 0 a 1 —a
13 0 6 O —6 | O 0 O O 0
(2az+2y +aw =0 (=222
3 2

<—3y—|—6z—§aw:—6 = y:(%+2>(z—|—1)
\az—l—w:—a | W= —a—az

solucdo geral de Bo X = D:

{(—2,2—2, (%24—2) (z—l—l),z,—a—az) :zER}:
:{(—27;, (24—0’72) z,z—l,—az) :zER}

basta substituir z por z — 1



Definicao: A é invertivel se existir uma matriz B tal
que

AB=BA=1

Béamatrizinversade A e B=A"1



A inversa de uma matriz invertivel é unica.

Se uma matriz quadrada tiver uma linha ou uma coluna
nula entdo n3o é invertivel.

Se A é invertivel e AB = AC entiao B =C

Se A é invertivel e AB =0entio B=0

Se existir [ € N tal que A = 0 entdo A n3o é invertivel



Teorema. Se a # 0 e A é invertivel entdo A é in-
vertivel e

1
(ad) t==A"1
(87

Se A e B s3o invertiveis entio AB é invertivel
(AB) ! =B7la-1
Se A é invertivel entdo A™ é invertivel e

(Am)—l _ (A—l)m A~ — (Am)—l



Como inverter matrizes invertiveis do tipo n X n
Se A fér invertive: AX =B« X = A"1B
AX=IB&IX=A"1B [A|I] — |[I|A7Y

Método de eliminacao de Gauss-Jordan

EHIREIEHE

3
12|01 0o 3| -11
i N
1 0] -3 3
—
L
_O 1 | —3 3_
S
[—2 1]_1 73 3
—1 2 o 12
. 3 3]
[ _2 1] [ _2 1]
—2 1 3 3 3 3 —2 1 I
-1 2 1 2| | _1 2|7t 2]
| 3 3. | 3 3 _




Logo, A n3o é invertivel.



A nxn

AX = B tem a solucdo tnica X = A7lB

)

A é invertivel & carA =n

)

AX =0 tem a solucdo tinica X =0

A B nxn

AB invertivel <& A e B s3o invertiveis.

A nxn AB =1

BA =1 e B=Aa1



A transposta de

ailp a2
a1 a2

| Om1l am2

A= (@ij)an

AT = (aji)nxm

A1n
a2n

T _
ail a2i
_ | a2 ax
| A1n a2n
0 2 -1
1 2 1
-1 0 0
3 -2 1




Teorema.

(aA)! = aal

(AB)! = BT AT

(A1 4. Ap)t = AL Al Al



Anxn ésimétricase A= Al (aij = aj;)
1 2
2 0

A n X n é anti-simétrica se A = — AT, ajj = —aj;

o



Teorema. Se A é invertivel entio AL é invertivel e

(47) " = (4"

Se A é simétrica invertivel entio A~ é simétrica

Se A e B s3o simétricas, AB é simétrica < AB = BA



A = (a;j)nxn traco de A & o nimero real (ou complexo)

n
tr(A) = a1+ ... + ann = > _ay.
1=1

A = (a;j)nxn B = (bjj)nxn « escalar

tr(A+ B) = tr(A)+tr(B)

tr(cA) = atr(A)

tr(AT) tr(A)

tr(AB) = tr(BA)



