Espaco linear
Subespaco
unv U+V UV
Combinacao linear
Expansao linear
Conjunto gerador
L(S) C(A) L(A) N(A)
Conjunto linearmente independente
Base
Coordenadas

Dimensao

dim(U+V)=dimU +dimV —dim (U NV)



Espacos lineares (ou Espacos vectoriais)

Definicdo. V (£ 00) é um espaco linear (real) se para
quaisquer u, v, w € V, para quaisquer «, 3 € R

(a) ut+veV

(b) au €V

(c)

u-+v=7v-+u.

(d)
u+ (v+w)=(u+v)+w

(e) Existe um elemento de V' designado por O tal que

u+0=mu



(f) Existe v/ € V tal que
u+u =0

A ' chama-se o simétrico de u e denota-se por —u.

(8)
a(Bu) = (aB)u

(h)

a(u+v) =au+ av

(i)
(a4 B)u = au + Bu

(i)

lu = u

Aos elementos de V' chamaremos vectores.



Exemplos de Espacos Lineares

R™ = {(x1, ..., xn) : 1, ..., zn € R}
(w1, -y un) + (v1, .-, on) = (w1 4+ v1, .-, Un + vn)

a(ut,...,un) = (auq, ..., aun) (a € R)

Mo xn (R) A+B  aA (a€R)

Pn = {ag + a1t + ... +ant" : ag,ay, ...,an € R}

(ag + a1t + -+ + ant™) + (bg + b1t + - - - + bpt™)
= ag+bo+ (a1 +b1)t+ -+ (an+bn)t"

a(ag + ait+ -+ + ant”™) = agg+(aaq) t+- - -+ (aan) t"



P = {ag + art + ... + ast® : ag, ay, ...,as € R e s € No}

frg: SCR—-R f+g af (a€R)

(f +9)(z) = f(z) + g(z)

(af)(z) = af(z)



Exemplos de Espacos Lineares

com operacoes nao usuais

(i) R
ulHyv=u+v+1

a-u=ou+oa—1

(Neste caso o elemento neutro é —1.)

(i) Rt

(Neste caso o elemento neutro é 1.)



Conjuntos que nao sao espacos lineares

{(az,y)ERz:xZO e yZO}

V = {leo"_a/]_t‘i_ ‘|‘a/ntn . ap,ag, ..., an - R e an # O}

t",—t"4+teV mas t"+(—t"+t)=t ¢V

U={f:R—-R taisque f(1)=2}
fi.foelU  fit+tfagU

(fi+/f2)1)=fi1)+ fo(l)=2+2=4#2



V espaco linear. S é subespacode Vse S C VeselS,
com as operacdes de V', for um espaco linear.

0 #A#S C V. V espaco linear. S & um subespaco de V
se e sO se:

Para quaisquer u,v € S, u+veS

Para quaisquera € R eu €S, au e S



Exemplos de subespacos

deR: {0} e R

de R3: {(0,0,0)}, R3, todas as rectas que passam
pela origem, todos os planos que passam pela origem.

de My, xn (R): As matrizes (reais) triangulares superi-

ores (n X n)

{f:I CR — R f continua} é um subespaco do espaco
linear {f : I C R — R}



SCV, S # 0, V espaco linear

u é combinacao linear finita de uy,...,u € S se exis-
tirem escalares Aq, ..., A tais que

k
U= Ui+ ... + A\pup = Z AU
1=1

Expansao linear de S = {uq, ..., ug}:

L(S) = {)\1’&1 + o Aup A, LA ERV K E N}

L(2) = {0}



SCV, S # 0, V espaco linear
L(S) é o subespaco gerado por S
S gera L(S)
S é o conjunto gerador de L(.5)

L(S) é o menor subespaco de V' que contém S

ScTCV, S #(Q, V espaco linear
L(S)=V = L(T)=V

0 # 51,5 CV, V espaco linear

S1 CL(Sy) e SyCL(S1) <« L(S1) = L(S?)



Exemplos
U={(z,y,2) ER3: 2z +y—22=0} =

= L({(~1,1,0),(2,0,1)})

R? = {(z,y) € R?: 2,y € R} = L({(1,0),(0,1)})

{(z,y) e R?: =2z +y =0} = L ({(1,2)})

{(x,y,2) € R3: 4x+y—32 =0} = L ({(1,—4,0),(0,3,1)})



S1 CL(S2) e S2CL(S1) < L(S1)=L(S2)
L({(1,-4,0),(0,3,1)}) = L({(1,-1,1),(1,2,2)})
(1,-4,0) = —(1,2,2) +2(1, -1,1)

(0,3,1) = (1,2,2) — (1, —1,1)

1 0| (1 1 |
—4 3| =2 -1 [_21 _11]
0 1 2 1

_ (1,2,25 — (i, _4,0)_+ 2(0,3,1)

(1,—1,1) = (1,—4,0) + (0,3, 1)

1 0 (1 1
—4 3 [;”: 2 —1
0 1] 2 1







Pn — {CLO -+ alt + ... + antn :ap,al, ..., an - R} =

~ L ({1,t,t2,...,t”})

P:{a0+a1t‘|‘~-‘|‘a8ts:aOaala'"aaS cR eSGNO}:

- L ({1,t,t2, })

U = {p(t) = ap + a1t + agt® € Py : p(1) = p(0)} =

Z{p(t):ao+a1t+a2t2€7721a1+a2=0}

~ {11+



A € Mpxn (R)
Ndcleo de A é o subespacode R™: N(A) = {u € R": Au = 0}

L(A) = Espaco das linhas de A é o subespaco de R"
gerado pelas linhas de A

C(A) = Espaco das colunas de A é o subespaco de
R™ gerado pelas colunas de A

C(A)={beR™: Au=1b paraalgum wu € R"}

aiip - Qin ui ail Aln
- - | =ug | | Aedun |
i aml c e ammn 1 L Un i i aml i i ammn i
C(A) = L(AT) L(A)NN(A) = {0}
A € Mpxn(R) A invertivel < N (A) = {0}

A’ matriz em escada

N(A) = N(A) L(A) = L(A) C(A) # C(A")



I8

C(A) =1(0,0)} £(A) = {0}

N(A) =R

-3
B = 0
0

1
o O+
= JEN

|

C(B) = L({(1,0,0),(1,7,0)})
E(B) =L ({(17 -3, 1) ) (07 0, 7)})

N(B) = L({(3,1,0)})



PR
C=| 2 -4
L _2 4 .
C(C) = L({(~1,2,-2)})
L(C) = L({(=1,2)})

N(C)=L({(2,1)})

2 0
by
(D) = L(D) = L({(2,0),(0,-1)}) = R?

N(D) ={(0,0)}



Se U e V sdo subespacos de W ent3o:

U NV ésubespaco de W

U = {(z,y,2) eR3:z+y—2z=0}
V = {(z,y,2) e R3: 3z — 2y + 2 = 0}

U = {(z,y,2) eR3: 2 +y—22=0}
V = L({(lala_l)a(lazal)})

U = L({(_17170)7(27071)})
V = L({(1717_1)7(17271)})



U={(z,y,2) € R3: 2 4+y—22=0}

V=L{(1,1-1),(1,2,1)})) veUNV

V=L{(1,1,-1),(1,2,1)}) =

= {(z,9,2) €R3: 3z — 2y + z = 0}

1 1 x 1 1 x
1 2 y| — 101 Yy —
| -1 1 =z | | 0 0 3z—-2y—+=2

UNV = {(z,y,2) € R3: z+y—22=0 e 3z—2y+2z =0} =

= L({(3,7,5)})



O conjunto U U V' em geral ndo é um subespaco

U=L({(1,0}) e V=L{(0,1)})

UUV = {(z,y) € R?: zy = 0}

ndo é um espaco linear :

(1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ UUV
U v

Se U e V sdo subespacos de W entdo UUV é subespaco
de Wseesé6seU CVouV CU.

U+V ={u4+v:uelU e ve&V} subespacode W

U + V é o menor subespaco de W que contém U UV

U+V =LUUYV)



W é a soma directa dos espacos U e V:

W=UqV

S€E

W=U+V e UNV={0}.

Se
W=Uo®dV

entdo cada w € W pode ser escrito de modo unico

w=u-+v

comuecelU e veV.



W é a soma directa dos espacos V7, ..., Vi:

W=Wo&..oV

SE
W=WVi+..4V, e Ven) V;={0}

paratodoor =1,..., k.

Se

entdo cada w € W pode ser escrito de modo unico

V=w1+ ..+ W

com w; € W;, paratodoo?=1,..., k.



Seja U o subespaco de My, xn(R) das matrizes trian-
gulares superiores e seja V' o subespaco de My, «n(R)
das matrizes triangulares inferiores. Ent3o

U NV = subespaco das matrizes diagonais
R2 = L({(1,0})®L({(0, )}) = L({(1, DPSL({(1,2)})
R3 = L({(L 1, 1)7 (17 2, 2)}) D L({(la 1, 2)})

R = L({(1,2,2),(1,1,2)}) + L({(2,1,1),(2,2,1)})

L({(1,2,2),(1,1,2)}) N L({(2,1,1),(2,2,1)})
= L({(=1,0,1)})



U é um subespaco de R" se e sé se existir uma matriz
A tal que

U =N (A)

Sejam U7 e Uy subespacos de R™.

Se Uy = L(S1) e Uy = L (S>) entdo

Ui+ U;=L(S51US3).

Se Uy =N (A) e Uy = N (B) entdo

UlﬂU2:N<g>.



U é um subespaco de Py, = {ag + ... + ant™ : ag, ..., an € R}
se e sO se existir uma matriz A tal que

U={ag+ait+ ... +ant” : (ag,a1,...,an) € N (A)}.

Sejam Uj e Us subespacos de Py,.

Se Uy = L (S1) e Up = L(S2) entdo
Ui +U;=L(S1US)).
Se

Uy ={ag+art+ ...+ ant” : (ag,a1,...,an) e N (A)}

€

Uy = {ag+ ait + ... + ant™ : (ag, a1, ...,an) € N (B)}

entao

UiNU» = {ao + ait + ... + ant” : (ag, a1, ...,an) € N( é )



U é um subespaco de M, «xn (R) se e sé se existir uma

matriz B tal que

U = {(CL@') c Man(R) : (all, ...,amn) c N(B)}

Sejam Uj e Uy subespagos de My, xn (R).

Se Uy = L (S1) e Up = L(S52) entdo
Ui +U;=L(S1US)).

Se

U = {A = (aij) € Mmxn (R) : (a1,

€

U = {A = (CL@j) € Mumxn (R) : (a11,

entao

UiNU> = {(Cbz'j) € Mpmxn (R) : (a11,

ooy Amn) € N(B)}

ey Q) e/\/(c)}

...,amn)€N< g )}



V espaco linear S ={v1,vp,..,v0,} CV

S é linearmente dependente se e s6é se algum dos
vectores de S se escrever como combinacdo linear dos

restantes

S é linearmente independente se e sé se nenhum dos
vectores de S se puder escrever como combinacio linear
dos restantes, isto &, se e sé a Unica solucdo do sistema
homogéneo

Av1 + Aovo + .o+ Apv =0

V = R", sendo A a matriz cujas colunas sdo os vectores
de S C V, diz-se que S é linearmente independente

se e s6 se N(A) = {0}



S1 e S conjuntos finitos tais que S7 C S5

Se S7 é linearmente dependente entdo Sy é linearmente
dependente

Se S5 é linearmente independente entdo S7 é linearmente
independente

Qualquer conjunto que contenha o vector nulo é linear-
mente dependente

{0} é linearmente dependente

(0 é linearmente independente

Em R, quaisquer dois vectores sdo linearmente depen-
dentes

Em R?, dois vectores sio linearmente independentes se
ndo forem colineares

Em RR3, trés vectores s3o linearmente independentes se
ndo forem coplanares



A’ matriz em escada

L(A) = £(A)

N(A) = N(A)

c(A) # C(A')

Entao:

As linhas n3o nulas de A’ s3o linearmente independentes.

As colunas de A’ que contém pivots s3o linearmente in-
dependentes e as colunas de A correspondentes também!



Exemplo. S = {(9,8,7),(6,5,4),(3,2,1)}

(0 6 3 (9 6 3 ]
A:852—>O—%—%:A’
7 41 0 0 0 |

S é linearmente dependente
{(9,8,7),(6,5,4)} é linearmente independente
{(9, 6, 3), (0, —%, —%)} é linearmente independente

{(9,6,3),(8,5,2),(7,4,1)} é linearmente dependente



V espaco linear B CV

B é base de V' se e sd se:

B geraV,isto é, L(B) =V

B é linearmente independente (LI)



B = {vq,vy,...,v;} base ordenada de V, u € V. As
coordenadas de u em B sdo os escalares aq, ..., o} tais
que:

U = o1v1 + ... + QUL

V' espaco linear.

(i) B é uma base de V' se e sé se todo o vector de V'
se escrever de modo linico como combinacdo linear dos
vectores de B.

(ii)) dmV =n w,weV e B={vy,...,vn} uma
base ordenada de V/,

u = w < as coordenadas de u e de w na base B sio
iguails.



Qualquer espaco linear V' # {0} tem pelo menos uma
base.

Qualquer espaco linear V' £ {0} tem um n infinito de
bases.

V espago linear. {uy,...,up}t,{v1,...,vq} CV:
{ug,...,upt geraV..e {vy,...,vq} é LI

ENTAO p>gq

Todas as bases de um espaco linear V' # {0} tém o
mesmo n? de vectores.



A dimensao de um espaco linear V #£ {0}, dimV, é o
n® de vectores de uma base qualquer de V

() é base de {0} dim{0} =0

Um espaco linear terd dimens3o finita se uma sua base

tiver um n© finito de vectores.

A dimensao de um espaco linear é igual ao n°® minimo
de vectores constituam um conjunto gerador desse es-
paco e é também igual ao n° maximo de vectores que
constituam um conjunto LI nesse espaco.



V' espaco linear. SedimV =n  entao:

Quaisquer m vectores de V', com m > n, sdo linearmente
dependentes.

Nenhum conjunto com m vectores de V', em que m < n,
pode gerar V.

Quaisquer n vectores de V' linearmente independentes
constituem uma base de V.

Quaisquer n vectores geradores de V' constituem uma

base de V.



{1} é a base canédnica de R

dmR =1

{(1,0),(0,1)} é a base canénica de R?

dimR? = 2

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é a base canénica de R3

dimR3 =3

dimR"” =n



C corpo de escalares:

{1} é a base canénica de CedimC =1
a+bt=(a+b)1

{(1,0),(0,1)} é a base canénica de C? e dim C? = 2
(a + bi,c+ di) = (a + b2) (1,0) + (c + di) (0,1) .

R corpo de escalares:

{1,7} é a base candénica de C e dimC =2

a+ bt =al + b
{(1,0),(4,0),(0,1),(0,7)} é a base canénica de C? e
dimC? = 4

(a +bi,c+di) =a(1,0)+b6(4,0)+c(0,1)+d(0,¢2)



a b c

d e f
(11 00 010 00 1|
0O00O0|’lOO0O0O|’|0O0 O]}’

oo0o] [ooo] [ooo
|t o0o0|’lO1O0|’|0O0 1] |

Base candnica de M5 3(R) = {[ ] a,b,c,d,e, f € R

dim My, xn(R) = mn

Base canénicade P, = {ag + ... + ant™ : ag, ...,an € R} :

{1,t,t2,...,t”} dimP, =n + 1

Base canénicade P = {ag + ... + ast® : ag,...,as E R e s €N,

{1,t,t2,...} dimP = oo



Seja S = {uq,...,up} CV com V espaco linear
Se S é gerador de V entdodimV < k

Se Sé LI entdjodimV >k

dimV < oo, U subespaco de V'

entao dmU < oo e dimU < dmV

dimV < oo, U subespaco de V

Se dmU =dimV entao U=V



Todos os subespacos de R: {0} e R.

Todos os subespacos de R?:

1(0,0)}

todas as rectas que contém a origem

RZ

Todos os subespacos de R3:
{(0,0,0)}
todas as rectas que contém a origem

todos os planos que contém a origem

R3



A€ Mpmxn(R)  C(A) é subespaco de R™

L(A) e N(A) sio subespacos de R"™

DEFINICAO
nul A = dimN(A) car A =dim L(A)
Teorema:

dim £L(A) = dimC(A)

A’ matriz em escada
L(A)=L(A) NA)=NA) C(A)#c(A)
Entao

Uma base para £(A) : linhas n3o nulas de A’.

Uma base para C(A) : colunas de A que correspondem
as posicdes das colunas de A’ que contém os pivots.



[ 2 1 1 1] (2 1 1 1]
A=| 4 2 33| —|0011|=A4
' -6 -3 11| 7 |0O0O0 O

{(2,1,1,1),(0,0,1,1)} é uma base de £(A) C R*
{(2,4,—6),(1,3,1)} é uma base de C(A) C R3
dimL(A) =2 =dimC(A)

L(A) = L({(2,1,1,1),(0,0,1,1)})
C(A) = L ({(27 4, _6)7 (17 3, 1)})

N(A) =N(A) =L {@1,-2,0,0),(0,0,—1,1)})

{(1,-2,0,0),(0,0,—1,1)} é uma base de N'(A) C R*

dimN(A) =2



Ae Mpyxn(R) beR™ Au=0b ¢é
impossivel < b ¢ C(A) < car A < car[A | b]
possivel e indeter. < b € C(A) e as colunas de A LD

possivel e deter. < b € C(A) e as colunas de A LI

Colunas de A geram R™ < carA = m
Colunas de Asdo Ll & carA=n

Colunas de A s3o uma base de R~ carA =m =n

A invertivel < as colunas de A (ou as linhas de A) sdo
uma base de R", tendo-se C(A) = L(A) = R"



U e V subespacos de dimens3o finita de um espaco linear.
Entao:

dm((U +V)=dimU +dimV —dim(UNV)

L(A) NN (A) = {0},
L(A) + N(A) é subespaco de R™ e
dim (L(A) + N(A)) =
= dim L(A) + dimN(A) —dim (L(A) NN (A)) =

—carA+nulA=n
Logo
R" = L(A) & N (A)



