Definicao.

Permutacao de 1,2,....,n é qualquer lista em que os
mesmos sejam apresentados por ordem arbitrdria

Definicao.
Numa permutacgdo (1%5...1n) de 1,2, ..., n, (zjzk) é uma

inversao quando i; e i aparecerem por ordem decres-
cente

Definicao.

Uma permutacdo (41%5...in) diz-se par (impar) quando
o n°® maximo de inversdes fér par (impar)

Exemplo.

(21453) é impar pois tem as inversdes (21), (43) e (53)



Definicao.

A n x n. Chama-se determinante de A, e escreve-se
|A| ou det A, o niimero que se obtém do seguinte modo:

(i) Formam-se todos os produtos possiveis de n factores
sem repeticbes em que n3o intervenha mais do que um
elemento da mesma linha e da mesma coluna de A.

(ii) Afecta-se cada produto do sinal + ou do sinal — con-
forme as permutacdes (dos nimeros naturais 1,2, ..., 1)
que figuram nos indices de linha e de coluna tenham a
mesma paridade ou njo.

(iii) Somam-se as parcelas obtidas.



Observacao.

Em resumo: fixando, por exemplo, a permutacdo (%1...in)
del,....n

| Al Do > (—1)7 a4y ) @igjp- -Gy i,
permutacdo de 1,2,...,n

0 se (41%2...in) € (J1J2..-Jn) téM a mesma paridade

1 se (21%2...in) € (J1J2---Jn) tém paridade diferente

Se A én X n entdo |A| tem n! parcelas



ou fixando a permutacgdo (1,2, ...,n)

|A| = > (—1)%ai;10452---0im
(i1%2...in)
permutacdo de 1,2,....n

{ 0 se (21tp...1n) € par
o= )

1 se (¢1tp...in) € impar.
ou

Al = > (—1)%ayj,a2j,..-anj,
permutacdo de 1,2,....n

o 0 se (j1J2-.-Jn) € par
1 se (j142---Jn) é impar
Teorema. A n X n.

det (AT) — det A



Exemplo. | O
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0
0
0
3

0

= +(=3) (1) (=2)x

3x 2 = —36 porque (41532) é par (contém 6 inversdes)

Exemplo. (i) A = [a]

(i) A 2x2

det A =

Observacao.

ail
az1

b
d

1 x1

ai2
az2

det A = a

— @11G22 — a12a21

|:ad—bc



Exemplo. (iii) A 3 x3

ail aiz2 ais
azi a2 az3 | =
azl as2 ass

a11G22033 — A11a23G32 + 12023031 — A12021033+

+aj3az1a32 — ajzazraz; =

_ az2 a3 az1 az3 az1 az2
= a1 —a12 tag

a3z2 ass a3l as3 a3zl as2
Observacao.

—aet +bfg+ cdh — ceqg — bdi — afh

Q Q. Q
> o o
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Exemplo.

Exemplo.
1 2 1
3 -1 2 |=
2 1 =3

—1(—1)(-3) +3+8—1(-1)2—6(—3) — 2 =32



Definicao.

A nxn,n > 1. Chama-se menor-:j de A a matriz A;;
do tipo (n —1) X (n — 1) que se obtem de A suprimindo
alinhazeacolunajde A

Teorema. Formula de Laplace

n . .
det A= a;j(—1)""VdetA;; i€{l,...,n} fixo
j=1

n . .
det A= )" aij(—l)HQ detA;; je€{l,...,n} fixo
1=1

Exemplo. : = 2 fixo

-2 0 -2 3
0 0 —4 0 213 2 0 3
1 1 o o = (—4)(-1) 1 -1 —2|=
2 1 -2 -3 2 1 =3

1 —1 -2 1 —1
=4((—2)(—1) Y _3‘+3<—1)1+3 > 1 |>=—4




Exemplo. 5 = 3 fixo

0 0 4 0 0
= (-2) (-3 1 -1
1 -1 2 =2 > 1
2 1 -2 -3
-2 0 3
+(=4) (1) 1 -1 -2 |[42(-1)3F3
2 1 -3
-2 0 3
+(=2)(-1)*3 0 0 0 |=-4
1 -1 -2
ou (usando Gauss como veremos a seguir):
-2 0 -2 3 -2 0 -2 3
0 0 -4 0| |0 -1 1 -3
1 -1 2 -2 770 0 -4 0
2 1 -2 -3 0 0 0 -3

0
—2
—3




Teorema. A e B do tipo n X n, A escalar

(i) Se A for diagonal, triangular superior ou triangular
inferior entdo det A é igual ao produto dos elementos da
diagonal principal de A

(ii) Se A tiver uma linha (coluna) nula entdo det A = 0.

(iii) Se B for obtida de A trocando duas linhas (ou col-
unas) de A entdo det B = — det A.

(iv) Se duas linhas (ou colunas) de A forem iguais entédo
det A = 0.

(v) Se B for obtida de A multiplicando uma linha (ou
coluna) de A por um escalar A entdo det B = Adet A.

(vi) det (AA) = A" det A

(vii) Se B for obtida de A somando a uma linha (ou
coluna) de A um miiltiplo escalar A de uma outra linha
(ou coluna) de A entdo det B = det A



(viii) det A # 0 se e s6 se A é invertivel

(ix) det (AB) = det Adet B

(X) det (A1A2 e Al) = det Ajdet Ay...det 4;

(xi) Se A fér invertivel det (A—l)

~ det A

1

(xii) det(AB) =0< detA=0 ou detB =0

(xiii) det (AB) = det (BA)

(xiv) Se fixarmos n — 1 linhas (colunas), o determinante
de A é uma funcdo linear em relacdo a linha (coluna) n3o

fixada.
Exemplo.
—2 1 —2 -2 1 =2 -2 1 =2
1+3 245 —4+7 1 2 -4 |+ 3 b 7
1 —1 2 1 -1 2 1 -1 2
=17 =17

Observacao. Em geral det (A 4+ B) # det A + det B




Definicdo. Seja A do tipo n X n com n > 1. A matriz
do tipon X n:

cof A = ((—1)"7 det A;;)nxn

chama-se a matriz dos cofactores de A.

Teorema. Seja A do tipon X n comn > 1. Entdo
A (cof A)!" = (cof A)T' A = (det A) I
Se det A #£ 0 entdo A é invertivel e

( )

1 o
det A( ) Jt
entrada (4,5) de A1 )

1
det A

A~ = (cof A)! =

nxn

Observacao. Seja A do tipo 2 X 2 com det A # 0.

Entao
R d —b
c d ad—be| —c a




Observacao. A férmula serve para calcular ndo sé a
Inversa de uma matriz invertivel mas também entradas
concretas dessa inversa.

Exemplo. Seja A = . A entrada (2,3) de

~N AR
© 1o
© o O

A~1 ¢ dada por (A7 1)y3 = ﬁ ((—1)3+2 det A32) =

s (e([38]) -2

Calculando todas as entradas de A~1 :

56| |ae| |as] ]
8 9 79 7 8
41__ 1 | _Joo 10| J10 B
~ detA 8 9 79 7 8 -
oo |10 10
|5 6 4 6 4 5| |
"1 0 0
| -2 -3 2
8 5
-1 —3 3.




Teorema. Regra de Cramer

Seja A invertivel. Ent3o a dnica solucdo de AX = B é:

1

(cof A)'' B
det A

X =A"1lp =

Isto é

'L

Zn: ((cof A)T)z‘k by,

det P
1 n : det C;
= S (~1)FF det Ay =~
detAk:1 det A

onde C; é a matriz obtida de A substituindo a coluna ¢
de A pela matriz coluna B dos termos independentes.



det C);

det A

Exemplo.

= 14

1
-1 2 7
—1 0 1

1
-1 2 4
—1 0 1
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