IST - LEGM e MEC - Algebra Linear - 1° semestre 2018/2019

Valores préprios e vectores préprios (resolugao)

1. Seja
9 8 7
A=|6 5 4
3 21
Como
9 8 7 3 21 12 3
det(A—0I)=det | 6 5 4 | =—det| 6 5 4 | =det| 4 5 6 |=
3 21 9 8 7 789
1 2 3 1 2 3
=det | 0 =3 —6 | =det| 0 =3 —6 | =0
0 —6 —12 0 0 0

1 0 1
Al =2 |=|0|=0] -2
1 0 1

isto ¢, (1, —2,1) é um vector préprio de A associado ao valor préprio 0.

2. Determinemos uma matriz A real simétrica (A7 = A) 2 x 2 cujos valores préprios sejam —2
e 2 e tal que (2, 1) seja um vector préprio associado ao valor préprio 2.

Seja A = [ CCL Z € Myys (R) tal que A = AT. Logo b = c. Além disso, sendo —2 e 2 dois
valores préprios de A tem-se
0 = det (A + 21) = det anrQ d—bm = —b* +2a + 2d + ad + 4
e _ -
0 =det (A —2[)=det QZQ dEZ = —b*—2a—2d+ad+ 4

sendo (2,1) um vector préprio associado ao valor préprio 2 tem-se

{a b} {2}:2{2]@(2”@:4 e 2b+d=2).

b d 1 1
Logo

_ 6
B +2a+2d+ad+4=0 @75
0’ —-2a—2d+ad+4=0 p_ 8
20 +b=14 5
2b+d=2

d:—g



e assim

ulo
|

otjoo
|
Ul

3. Sabendo que os vectores (1,1,1),(1,0,—1) e (1,—1,0) sao vectores préprios da matriz

A:

QU =
D S
e I

existem i, A2 e A3 € R tais que
(L1,) e N(A=X\I), (1,0,—-1)eNA—-XI) e (1,—-1,0) e N(A— X3I),

isto é,

11—\ 1 1 1 0
a b— /\1 C 1 - 0 ;
d e f—M\ 1 0

1— X 1 1 1 0
a b— A c 0 =10
d e =X -1 0

1— X3 1 1 1 0
a b— A3 c —1({=10
d (& f - )\3 0 0

Logo, tem-se respectivamente
3 - )\1 == 0 )\1 - 3

a+b+c—X=0 &< a+b+c=3

d+e+f—XN=0 d+e+ f =3,
’—)\2:0 r)\QZO
a—c=0 & a=-c

[ d—f+Xx=0 |d=f

(—)\320 ()\3:0




Assim,

( )\1:3
)\2:0

\
A3 =0
a:b:c:d:e:f:l

4. (i) Seja
2 1
a=]2 )
Tem-se
2—A 1 2
det(A; — AI) = L9 5_ =2-ANB-AN+2=XN-TA+12=3-XN)4—-)).

Os valores préprios de A; sao

O subespaco préprio Ey, ¢ dado por
Ey, = N(A-\I) =
(P ) (2 e))-
= N({_Ol é]):{(x,y)eR2:—x+y:0}:
= {wy):yeR}=L{(LD}).

O conjunto {(1,1)} é uma base de E,,.
Os vectores préprios de A; associados ao valor préprio A\; = 3 sao

u=(s,5), com s€R\{0}.
O subespaco préprio Ey, ¢ dado por
Eyn, = N(Ay—XI) =
(P20 ])-
= N([_O2 H)—{(:c,y)eﬂzaz:—zxw—o}—
= {(z,22):zeR}=L({(1,2)}).

O conjunto {(1,2)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de A; associados ao valor préprio Ay = 4 sao

u = (s,2s), com s¢€ R\{0}.
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E possivel ter uma base de R? constituida sé por vectores préprios de A;:

By, = {(1,1),(1,2)},

uma vez que
dim £, +dim E), = 2.

Logo, a matriz A; é diagonalizédvel e tem-se

D, = Pl A P,
com
_ 11
Pll—SvaﬂBﬁ—{l 2:|
(§]
[x 07 [30
p=[v 0] 10 1)
(ii) Seja
21 1
Ay=10 3 1
01 3
Tem-se
2-\ 1 1
det(Ay — N) = 0 3-X 1 [=2-N[B-N*-1]=

0 13—
= 2-N[B=XN=-1[B=-N+1=2=-1*4A-)N).

Os valores proprios de A, sao
)\1 =2 e )\2 =4.

O subespago préprio Ey, é dado por

E)\ — N(AQ_)\]_[>:

1

[2— )\ 1 1 01 1

= N 0 33—\ 1 =N 011 =
0 1 33—\ 011
[0 1 1

= N 000 ={(z,y,2) eR* 1y +2=0} =
1000

= {(x,—z,2) 2,2 € R} = L({(1,0,0),(0,—-1,1)}).

O conjunto {(1,0,0), (0,—1,1)} é uma base de Ej,.
Os vectores proprios de A, associados ao valor préprio A\; = 2 sao

u=(s,—t,t), com s # 0 out#D0.



O subespago proéprio E), é dado por

E')\2 == N(Ag—)\gl):

[ 2 — )\, 1 1 -2 1 1
= N 0 3— Ao 1 =N 0 -1 1 =
0 1 3— )\ 0o 1 -1
[ —2 1 1
= N 0 —1 1 ={(z,y) eR*: —20+y+2=0e —y+2=0}=
0 0 0

= {(z,2,2):z€e R} =L{(1,1,1)}).

O conjunto {(1,1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de A, associados ao valor préprio Ay = 4 sao

u=(s,s,8), com s¢€R\{0}.
E possivel ter uma base de R? constituida sé por vectores préprios de As:
va = {(17 0, O)’ (07 -1, 1)7 (17 L, 1)} )

uma vez que
dim E)\l + dim E)\Q = 3.

Logo, a matriz Ay é diagonalizédvel e tem-se

Dy = P2A2P2_1,
com
1 0 1
P2_1 — SBup—Jiﬁ — 0 —1 1
0 1 1
e
A 00 2 00
Dy = 0 A O =10 20
0 0 X 0 0 4
(iii) Seja
110
A3=11 1 0
0 00
Tem-se
1—A 1 0
det(As — \I) = 1 1-X 0 |[=(=N[1-N*-1]=
0 0 -

Os valores proprios de Az sao



O subespago préprio E), é dado por

E/\l - N(Ag—)\ll) ==

[ 1)\ 1 0 110

= N 1 1—X 0 =N 1 10 =
0 0 -\ 000
(110

= N 000 ={(z,y,2) eR® 12+ y=0} =
[0 0 0

= {(-v,9,2) 1y, 2 € R} = L({(~1,1,0),(0,0,1)}).

O conjunto {(—1,1,0),(0,0,1)} é uma base de Ej,.
Os vectores proprios de A, associados ao valor préprio Ay = 0 sao

u=(—s,s,t), coms#0out#0.
O subespago proéprio E), é dado por

E)\2 - N(AQ—)\QI>I

[1-X 1 0 -1 1 0

= N 1 1—X 0 =N 1 -1 0 —
0 0 =X 0 0 -2
(-1 1 0

= N 0 0 0 ={(z,y) eR*: —z+y=0 e —22=0}=
0 0 =2

= {<yay>0) ‘ye R} = L({(L 1’0)})-

O conjunto {(1,1,0)} é uma base de E,,.
Os vectores préprios de Az associados ao valor préprio Ay = 2 sao

u=(s,5,0), com se& R\{0}.
E possivel ter uma base de R? constituida sé por vectores préprios de As:
va = {(_17 L, 0)7 <O7 0, 1)7 (17 1, O)} )

uma vez que
dim £, +dim E,, = 3.

Logo, a matriz Az é diagonalizédvel e tem-se

D3 = P3A3Py
com
-1 0 1 AM00 000
Pot=Ss =] 1 01| e Ds=|0 X\ 0 |=]000
0 10 0 0 X 00 2



0000
a 0 0 0
A= 0 b 0 0]’
00 ¢cO
com a,b,c € R.
Determinemos os valores préprios de A. Tem-se
-A 0 0 0
a - 0 0 )4 4
0O b =X 0 | (=47 =A
0 0 ¢ =A
O valor préprio de A é XA = 0.
O subespaco préprio E) é dado por
-2 0 0 O 0000
a —X 0 0 a 0 0 0
Ev= N 0 -\ 0 “Mllovooll|~”
00 ¢ O

0}.

Assim, para que exista uma base de R* constituida sé por vectores préprios de A é necessario que
se tenha

= {(x,y,z,w)€R4:ax:0 e by=0 e cz

a=b=c=0.

Caso contrario, terfamos
dim F \ < 4.

6. (i) Como
Au1 = (CY + 1)U1

Aug = (a — 1)ug
entao u,uy sdo vectores préprios de A, associados respectivamente aos valores préprios a + 1 e
a—1.
(ii)
p(A) =det(A—X)=(3B-X) [(a=A)’—-1]=B-NA—-a-1)A—a+1).
Para (a+1#3ea—1+#3) & o ¢ {2,4} os valores préprios de A: 3,a+ 1 e a — 1 sdo todos

distintos.

(iii) Para o ¢ {2,4}, {u1}, {u2} e {3 — a,a® — 6a + 8,1)} sdo bases de E,.1, E, 1 ¢ Ej3,
respectivamente.



Para a = 2, B3 = E,,1. Além disso, {uy} é uma base de E, 1 e {u;} é uma base de Ej.
Para o = 4, B3 = E,_;. Além disso, {us} é uma base de E3 e {u;} é uma base de E, 1.

(iv) Para o ¢ {2,4} a matriz A é diagonalizével, pois os seus valores préprios sao todos distintos.
Se o = 2 ou o = 4 entdo 3 ¢é valor préprio de A e my(3) = 1 < 2 = m,(3), pelo que A nao ¢é
diagonalizavel. Logo A ¢ diagonalizdvel < o ¢ {2,4}.

7. a
1 0 2 4 4
-1 3 « l+a | =(-1) | 1+a |,
2 01 —4 —4

logo (4,1 + a, —4) é um vector préprio de A associado ao valor préprio —1.

b)

1—A 0 2
det(A—X)=| -1 3-X a |[=@B-N)(Q-X>-4)=0B-))(-1-N),
2 0 1-2X

logo, os valores préprios de A sdo: 3 e —1 onde m, (3) = 2 e m,(—1) = 1 sdo as respectivas
multiplicidades algébricas.
c) Espagos proprios de A: N (A—(—1)1) e N (A —3I). Tem-se
2

NA-(DD=N|] 1
2

=L({(4,1+a,-4)}).

O =~ O
[NCRNOIE V)

O conjunto {(4,1 + o, —4)} é uma base de N (A — (—1) I) pois gera N (A — (—1) I) e é linearmente
independente.

—2 0 2 L({(0,1,0)}) se a#1
NA=3)=N|[] -1 0 « -
2 0 —2 L({(0,1,0),(1,0,1)}) se a=1.

O conjunto {(0,1,0)} é uma base de N (A — 3I) se a # 1. O conjunto {(0,1,0),(1,0,1)} é uma
base de N' (A — 31) se a = 1.

A & diagonalizével se e s6 se existir uma base de R?® formada sé por vectores préprios de A
({(4,2,-4),(0,1,0),(1,0,1)}) se e s6 se o = 1.

8. a)

1-X 0 1
det(A—X)=] 1 1-X 1 [=1-N)[A-N)=1=01-NA2-)).
1 0 1-2A



Logo, os valores préprios de A sao 1, 0 e 2. Como 0 é valor préprio de A entao A nao é invertivel.

b) Como A tem 3 valores préprios distintos, qualquer conjunto de 3 vectores préprios associ-
ados respectivamente a cada um desses valores proprios, serd linearmente independente, pelo que
existird uma base ordenada de R? formada s6 por vectores préprios de A. Uma tal base poderd ser
{(0,1,0),(—=1,0,1),(1,2,1)} uma vez que os subespacos préprios associados aos valores préprios 1,
0 e 2 sao respectivamente dados por:

N(A-1)=L{(0,1,0)}), N(4) = L{(-1,0,1)}), N (A—-2I) = L({(1,2,1)}).

23]

det (A —0I) =det A= —5#0.

(i) Tem-se

Logo, como 0 nao é valor préprio de A entao A é invertivel.
Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI) = 0.
O polinémio caracteristico é dado por

det(A — \I) = =2-A)"-9=[2-N)-3][2-N+3]=

2—-X 3
3 2-=A

—(—1-N) (5N

Logo, os valores proprios de A sao
/\1 =—1 e )\2 = 5.

Como A tem 2 valores préprios distintos, os vectores préprios correspondentes a cada um deles
irao ser linearmente independentes e como tal ird existir uma base de R? formada s6 com vectores
préprios de A, ou seja, A é diagonalizdvel.

(ii) O subespago préprio Ey, é dado por

EM:/\/(A—/\J):N'({g gD _ L{(~1,1)}).

O conjunto {(—1,1)} é uma base de FE),.
Os vectores préprios de A associados ao valor préprio Ay = —1 sao

u=(—s,s), com s R\{0}.
O subespago préprio Ey, é dado por

By = N (A= M) :N({ 30 D — LH{(1,1)}).

9



O conjunto {(1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de A associados ao valor préprio Ay = 5 sao

u=(s,s), com se€R\{0}.

(iii) E possivel ter uma base de R? constitufda s6 por vectores préprios de A:

BWP = {(_17 1)7 (17 1)} )

uma vez que
dim E\, + dim E), = 2 = dimR”.

Logo, a matriz A é diagonalizédvel e tem-se

D= PAP™!

| ool 5]

10. Considere a transformacao linear T : R?* — R? definida por

com

1
-1 _
P —[_1

W~

T(z,y,z) = (0,y +3z,3y + 2).

(i) T'(v1) = (0,4,4). Como nao existe A € R tal que T'(v1) = Avy, entdo vy nao é vector proprio
de T'.

T(vy) = (0,2,—-2) = (=2)(0,—1,1) = (—2)ve. Logo, v &€ um vector préprio de T associado ao
valor préprio —2.

T(v3) = (0,0,0) = 0(1,0,0) = Ovs. Logo, vz é um vector préprio de T" associado ao valor préprio
0.

T(vq) = (0,10,6). Como nao existe A € R tal que T'(v4) = Avy, entdo v4 ndo é vector préprio de
T.

T(vs) = (0,12,12) = 4(0,3,3) = 4vs. Logo, vs é um vector préprio de T associado ao valor
proéprio 4.

(ii) Determinemos os valores préprios de T. Seja A = M(T'; B2; B2). Tem-se

0 00
A=1]0 1 3/,
0 3 1
uma vez que 7'(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (0,1,3) e 7(0,0,1) = (0,3, 1) constituem respectiva-

mente a 1%, 2% e 3* colunas de A.
O polinémio caracteristico é dado por

-0 0
det(A—X) = | 0 1-X 3 |[=-A[1-X1>-9]=
0 3 1-A
= “A(I=XN)=3)((1=N+3)==A(-2-X1)(4—-A).

10



Os valores préprios de 1" sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de A para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T' sdo

/\1:0, )\2:—2 € )\3:4

(iii) Como 0 é valor préprio de T" entao T' nao é invertivel. Como 7" tem 3 valores préprios distin-
tos, os vectores proprios correspondentes a cada um deles irao ser linearmente independentes e como
tal ird existir uma base de R? formada s6 com vectores préprios de T, ou seja, T é diagonalizével.

(iv) O subespaco préprio E,, ¢ dado por
By, = N(T—M\I) N (A= MNI) =N (A)

base candnica

o O O
o = O

0
= N 0
0
= {(z,y,2):
= {(z,0,0) :

O conjunto {(1,0,0)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao

u=(s,0,0), com se&R\{0}.

} G@me-

1
3
y = _
T €

O subespago préprio E), é dado por
E)\Q = N(T—)Q[) - N(A—)Q[):

base candnica
200
= N 03 3 =N
BN
= {(z,y,2): =0
= {(z,y,2):x=0e y+2=0

= {(0,—z,2):2€e R} =L({(0,—-1,1)}).

O conjunto {(0,—1,1)} é uma base de E,,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = —2 sao

u=(0,—s,s), com s & R\{0}.
O subespago proprio E), é dado por
Ey, = N(T —XsI) = N (A= XI) =N (A—4I)

base candnica

-4 0 0 -4 0 0
= N 0 -3 3 =N 0 -3 3 =
0o 3 -3 0 0 0

{(z,y,2):x=0 e —y+2z=0}=
= {(z,y,2) :2=0 e y=2} =
= {(0,2z,2): 2 € R} = L({(0,1,1)}).

11



O conjunto {(0,1,1)} é uma base de E,,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A3 = 4 sao

=(0,s,s), com s R\{0}.

11. Considere a transformacao linear 7' : R* — R3 que em relacdo a base canénica de R3

representada pela matriz:

A:

o O O
— =
o O O

(i) Sejam vy = (1,0,0), v = (1,1,1), v3 = (0,0,1). Atendendo & matriz, tem-se
T(v1) =T(1,0,0) = 0(1,0,0) +0(0,1,0) + 0(0,0,1) =

= (0,0,0) = 0(1,0,0) = Ovy;

T(vy) = T(1,1 1) —1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0,1) =
(1,1,1) = 1(1,1,1) = 1we;

T(vs) = T(0,0,1) = 0(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1) =
(0,0,0) = 0(0,0,1) = Ov.

Logo, v; é um vector préprio de T associado ao valor préprio 0; v, é um vector préprio de T
associado ao valor préprio 1; v3 é um vector préprio de T associado ao valor préprio O.

(ii) Como 0 é valor préprio de 7" entao T nao ¢é invertivel. Como os vectores v; = (1,0,0), vo
(1,1,1) e v3 = (0,0,1) formam uma base de R?® pois sdo trés vectores linearmente independentes
em R? e dimR? = 3 e além disso, vy, vy e v3 sdo vectores préprios de 7', entao existe uma base de

R3 formada s6 com vectores préprios de T', ou seja, T ¢ diagonalizdvel.
(iii) Seja A = M(T; B3; B®). Tem-se

A:

o O O
— =
o O O

uma vez que 7'(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (1,1,1) e T(0,0,1) = (0,0,0) constituem respectiva-

mente a 1%, 2% e 3% colunas de A.
Determinemos os valores préprios de T'. Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A,

isto é, sdo os valores de \ para os quais det(A — AI) = 0.
O polinémio caracteristico é dado por

-2 1 0
det(A—X)=| 0 1—=X 0 [=)(1-)).
0 1 =X

12



Logo, os valores préprios de T sao
)\1 =0 e /\2 = 1.

O subespago préprio E), é dado por

E)\l - N(T—A1[>:N(A—>\1[):

[ -\ 1 0 010

= N 0 1—-X O =N 010 =
0 1 - 010
[0 1 0

= N 000 ={(z,y,2) eR®: y =0} =
(000

= {(2,0,2) : 2,2 € R} = L({(1,0,0),(0,0,1)}).

O conjunto {(1,0,0),(0,0,1)} ¢ uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao

u=1(s,0,t), com s #0out##0.
O subespago proprio E), é dado por

E)\Q == N(T—)\QI):N(A_)\QI):

0 1 —A2

{(z,y,2) : —x4+y=0 e y =0} =

N1 0 -1 10
- N 0 1-X O )N 0 0 =
1
= {(z,z,z):z e R} =L({(1,1,1)}).

O conjunto {(1,1,1)} é uma base de E,,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = 1 sao

u={(s,s,5s), com secR\{0}.

(iv) E possivel ter entdo uma base de R? constituida sé por vectores préprios de 7T
BUP = {(1a 07 0)7 (17 1a ]-)a (07 07 1)} )

uma vez que
dim E>\1 + dim E>\2 = 3.

Note ainda que

A 00
M(T;B,;Byy) =1 0 Xy O
0 0 X\
(§
A1 000
M(T, va; va> == 0 )\2 0 == SBgQBWA (Slgg_)lgq)p)_l
0 0 X\

13



com

1 10
(Sssp,)  =Ss,m=|0 10| e A=MT;B:B?).
011
Isto é, a matriz A é diagonalizdvel e a matriz M (T; B,,; B,,) ¢ diagonal tendo-se
R.BY) > (RBY)
Spi—p,, | 1 I'] Sgs_s,,
R3 T R3
(R, Bup) M(TEBW) (R?, Byp)

Em resumo, existe P~ = Sp,,—n2 tal que

D =PAP!
A 000
com D= M(T;B,,;Byp) =1 0 A 0
0 0 N

12. Considere a transformacao linear 7" : R — R3 que em relacao a base
B = {(Oa 17 0) ) (1a Oa _1) ) (17 07 1)}

(ordenada) de R? ¢ representada pela matriz:

7T 4 2
A= 1 7 -1
-1 2 10

Logo, a matriz que representa 7" em relacao a base canénica B, de R? ¢ dada por:

[ 7 4 2
B=M(T;B;B.)=Sp-p5. | 1 7 =1 |(Ss_p) " =
-1 2 10
0 1 1 7T 4 2 01 0 9 0 0
=1 0 0 1 7 -1 %O—%:?)?—l
0 -1 1 -1 2 10 _%O% 3 -2 8
Note que deste modo, para todo o (z,y,2) € R? tem-se
x
T(z,y,z2) =B |y | =(92,3x + Ty — 2,3z — 2y + 82) .
z
(i) O polinémio caracteristico ¢ dado por
9-Xx 0 0
det(A—AXI) = det(B—M\I)= 3 T7T=X =1 |[=09-NM[(T=-XNB8—-)N)—-2]=
3 -2 8-
= (9= (N =15A+54) =(9—AN)(A—9)(A—6) =

= —(A=9%*(\—6).

14



(ii) Os valores préprios de T' s@o os valores préprios de B, isto é, sdo os valores de A para os
quais det(B — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T séo

)\1 =9 e /\2 = 6.
O subespago préprio E), é dado por

E)\l - N(T—)\lf):N(B—)\lf):

0 0 0 0 0 O
= N 3 =2 -1 =N 0 0 O =
3 -2 -1 3 =2 -1

= {(z,y,2) eR*: 30 -2y — 2 =0} =
= {(x,y,3x —2y) : x,y € R} = L({(1,0,3),(0,1,—-2)}).

O conjunto {(1,0,3),(0,1,—2)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T' associados ao valor préprio A\; = 9 sao

u=(s,t,3s —2t), com s # 0 ou t # 0.

O subespago préprio E), é dado por

E\x, = N(T—=XI)=N(B—X\I)
3 0 ([3 0 0
= N 3 1 - 01 =
3 =2 00 O
{(z,9,2):3x=0 e y—2=0} =
{(0,2,2) : 2 € R} = L({(0,1,1)}) -

O conjunto {(0,1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = 6 sao

=(0,s,s), com s¢€R\{0}.

(iii) E possivel ter uma base de R? constituida s6 por vectores préprios de T
BUP = {(17 0, 3)’ (07 L, _2)7 (07 L, 1)} s

uma vez que
dim E\, + dim E), = 3 = dimR®.

Logo, a matriz que representa 1" na base B,, ¢ dada por

9 0 0 MO0
M(T;By;By)=109 0| =|0 x 0|,
00 6 0 0 X

uma vez que
T(1,0,3) = (9,0,27) = 9(1,0,3) + 0(0,1, —2) 4 0(0, 1, 1),

T(0,1,-2) = (0,9, —18) = 0(1,0,3) + 9(0, 1, —2) + 0(0, 1, 1)
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T(0,1,1) = (0,6,6) = 0(1,0,3) +0(0,1,—2) + 6(0,1,1).

Deste modo, (A1,0,0), (0,A,0) e (0,0, A3) constituem respectivamente a 1%, 2* e 3% colunas de
M(T; Byp; Byp)-

Logo, atendendo ao diagrama

®RYB) (BB
(SBgﬂva)_l 11 I'| Sgs s,
R3 T R?
( ) B’Up) M(TE:BW) ( ) va)
tem-se
D = PBP !,
com
A 000 9 00
D=MT;B,;Byp)=1 0 X 0 [=]109 0],
0 0 X 0 0 6
com
1 0 0
Pt=(Ssp,) =85, _p=|0 1 1| e B=MT;B:B).
3 =2 1
Isto é, a matriz B é diagonalizdvel e a matriz M (T'; B,,; B.p) ¢ diagonal.

(iv) Atendendo a que

D =PBP™ !,
tem-se
B=P'DP.
Logo,
1 0 0 9" 0 0 1 0 0o]"
B" = P'D'P=1|0 1 1 0 9" 0 0 1 1 =
3 -2 1 0 0 6" 3 -2 1
1 0 0 9 0 0 1 0 0
= |0 1 1 0 9" 0 1 1/3 —1/3 | =
|3 -2 1 0 0 6" -1 2/3 1/3
[ on 0 0 1 0 0
= 0 o Gn 1 1/3 —1/3 | =
| 9"3 9"(—2) 6" -1 2/3 1/3
[ o 0 0
_9n_6n —%9”4—%6” %9”4—%6“
(]
A" = (Sp_p,) " B"Sp_p, =
0 1 171" gn 0 0 0 1 1
=11 0 0 9" — 6" 39"+ 26" —19" + 16" 1 0 0]=
0 —1 1 9" — 6" —297 4 26" 29" 4 16" 0 —1 1
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_ | fgn_dgn den lgn fan _ ign
= | g0 g6 0T g0n 6" — 0
n n n n 4qn n
Ton —1gn 29n _Zgn lgn _lg
Por outro lado,
x 9"x
T"(z,y,2)=B"| y | = (9”—6”)x—|—(%9”+§6”)y+(—§9”+%6”) ,
z (9" —6") x4 (—39" + 36") y + (59" + 56") 2

para todo o (z,y,2) € R3.

13. a) e b) Seja B2 = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} a base canénica de R>. Seja A = M (T'; B3; B3).
Tem-se

A:

N O =
O = O
= O N

uma vez que 7°(1,0,0) = (1,0,2), 7(0,1,0) = (
mente a 1%, 2% e 3* colunas de A.
Determinemos os valores proprios de T'. Os valores proprios de T' sao os valores préprios de A,
isto é, sdo os valores de \ para os quais det(A — A\I) = 0.
O polinémio caracteristico é dado por

1-XA 0 2
det(A—A)=| 0 1-X 0 |=(1-2))
2 0 1-2A

=)

,1,0) e 7(0,0,1) = (2,0,1) constituem respectiva-

1-x 2 |
2 1-\|

=1-AN[1-N =4 =1-N)(-1-1)(B-N.

Logo, os valores préprios de T'sao Ay =1, Ay = —1 e Ay =3
O subespago préprio Ey, é dado por

Ex=NT-MN)=NA-I)=N = L({(0,1,0)}).

N OO
o O O
S O N

O conjunto {(0,1,0)} é uma base de E),.
Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio A = 1 sd@o u = (0,s,0), com s € R\ {0}.
O subespago préprio E), é dado por

2 0 2
Ey,=N(T-XI)=NA+I)=N 020 =L{(-1,0,1)}).
2 0 2
O conjunto {(—1,0,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T' associados ao valor préprio Ay = —1 sdo u = (—s,0,s), com s €
R\ {0}.
O subespago proprio E), é dado por
-2 0 2
Ex,=N(T—-X1)=N(A-3)=N 0 -2 0 ={(z,0,2) :z € R} = L({(1,0,1)}).
2 0 =2



O conjunto {(1,0,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de 1" associados ao valor préprio A3 = 3sdou = {(s,0,s)}, com s € R\ {0}.

Como 0 nao é valor préprio de T entao 1" é invertivel. Como T tem 3 valores préprios distintos, os
vectores préprios associados serao linearmente independentes, pelo que existird uma base ordenada
de R? formada s6 por vectores préprios, por exemplo:

{(0,1,0),(—-1,0,1),(1,0,1)}.

1 0 0
Isto é, T é representada em relagao a base anterior pela matriz diagonal: | 0 —1 0
0 0 3

14. a) O polinémio caracterisico de A é

1—A 0 1
p(A) = det(A — M) = det 0 2-X 0 =
1 0 1—-A

=(2-XN)[1=-N?=1"] =-Ar-2)%

donde {0,2} ¢ o conjunto dos valores préprios de A com m,(0) =1 e m,(2) = 2.

b) {(1,0,—1)} é uma base para o espago préprio Ey = N(A) e {(1,0,1),(0,1,0)} é uma base
para o espaco proprio
1 1
0

Ex=NA-20)=N| 0
1 ~1

o O O

Portanto {(1,0,—1),(1,0,1),(0,1,0)} é uma base de R? formada sé por vectores préprios de A.

¢) (1,0,—1) & vector préprio da matriz A pela alinea b), mas nao é vector préprio da transfor-
magcao linear 7', pois
T(1,0,—1) = (0,2,0) # (1,0, —1);

note que
7(1,0,-1)=T11(1,0,0) + 1(1,1,0) — 1(1,1,1)] =

= T(1,0,0) + T(1,1,0) — T(1,1,1) = (1,0, 1) + (0,2,0) — (1,0, 1) = (0,2,0).
d) (1,0,0) é uma solucao particular de
T(r,y,2) = (2,1,1),

i.e. T(1,0,0) = (2,1,1). Por outro lado {(—1,0,1)} é uma base para N (A) e portanto {(0,1,1)} &
uma base para N (T'), pois

(0,1,1) = —1(1,0,0) + 0(1,1,0) + 1(1, 1, 1).
Logo a solucao geral da equacao linear T'(z,y,2) = (2,1,1) é:

{(1,0,0) +¢(0,1,1) : c € R} = {(1,¢,¢) : c € R}
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