Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 2° semestre 2017/2018
Matriz de mudanga de coordenadas e transformacgoes lineares (resolugao)

1. Sejam B; = {(1,2),(0,1)} e By = {(1,1),(2,3)} duas bases ordenadas de R?. Seja v = (1,5).
(i) Tem-se v = (1,2) + 3(0,1). Logo, 1 e 3 sao as coordenadas de v em relagao a base B;.

-1 -2

(ii) Tem-se Sg, .5, = { L1

} , uma vez que

(1,2) = —(1,1) + (2,3)e(0,1) = —2(1,1) + (2, 3).

(iii) As coordenadas de v = (1,5) em relagdo a base Bs, sdo dadas por:

s [ 5= 3 2] 5] 7]

uma vez que 1 e 3 sdo as coordenadas de v em relagao & base B;.
(iv) Tem-se v = (1,5) = —=7(1,1) + 4(2, 3).

1 2

(v) Tem-se Sg,—.5, = [ 1 1

], uma vez que (1,1) = (1,2) — (0,1) e (2,3) = 2(1,2) — (0, 1).
Observacao:

532—>31 - <531—>B2)_1 S SB1—>B2 - (532—431)_1 .

(vi) As coordenadas de v = (1,5) em relagao a base Bj, sdo dadas por:

seen | 3 ]-1 4 21T )10

uma vez que —7 e 4 sao as coordenadas de v em relagao a base Bs.

2. Sejam By = {v1,v2} e By = {w;, ws} duas bases ordenadas de R?, onde
v1 =(1,2), vy =1(0,1).

Seja Sp,—p, = { ? 1 } Determinemos Bs.



Uma vez que
2 1
532—>61=[1 1}7
entdo wy = 2v; +ve = 2(1,2) + (0,1) = (2,5) e wy = vy + vy = (1,2) +(0,1) = (1,3). Logo,

By = {(275)7 (173)}'

3. Sejam By = {v1,v2} e By = {wy, ws} duas bases ordenadas de Py, onde
w1:—1+t, w2:1+t

2 3

Seja Sp, B, = { 1 9

Uma vez que

1 . Determinemos B;.

2 3
551—432:[_1 2]7

entdo vy =2(—1+4+1t)—(14+t)=—-3+t eva=3(—1+1t)+2(1+1t)=—1+ 5¢t. Logo,

By = {-3+4+t,—-1+5t}.

4. Sejam By = {vy,v2,v3} e By = {wy, wq, w3} duas bases ordenadas de R?, onde

V1 = (1,0, 1), Vg = (1, 1,0), V3 = (0,0, 1)

Seja i i
1 1 2
S =] 2 1 1
-1 -1 1|
Determinemos By = {wy, we, w3}. Uma vez que
[ 1 1 2]
SBl—>Bz = 2 1 1 )
-1 -1 1

entao v; = wy + 2wy — w3, Vg = Wy + Wy — w3 € vz = 2w; + we + ws. Isto é, tem-se o sistema

w1 —|—2’LU2 — W3 = (1,0,1)

cuja matriz aumentada é dada por



Pelo método de eliminacao de Gauss:

21 1 ‘ (07 07 1) :2%11[53:)%3 0 -3 3 ’ (_2’ O, _1) —3La+L3— L3
2 -1 ] (1,0,1)

—3Lo+L3g— L3

0 0 3 ] (-2,-3,2)
Tem-se entao o sistema

wy + 2’(1)2 — w3 = (1,0, 1)

—wqy = (0,1,—1)

3w3 = (—2,—3,2).
Logo, w3 = (—2,-1,2) , wy = (0,—1,1) e wy =(1,0,1) —2(0,-1,1) + (—2,-1,2) = (3

) 37 73 37
ose 1 1 2 2
By = -1, —= 0,—1.1 - 1
2 {(37 ) 3)7<7 ) )7( 37 73)}
Note que
i 0 -2 1 1 2 110
1 -1 -1 2 1 1 |=]01 0]«
—% 1 % _—1 -1 1 1 01
3 0 =2 110 -2 1 1
= 1 -1 -1 |=]1010 1 -1 -1
-+ 1 2| 101 : 0 3
em que 1 L | - 1
-3 3
SB,—B; 2 1 1 = 1 -1 —-11,
-1 -1 1 ; 0 3
1 1 2
SB,—B, 2 1 179,
-1 -1 1
Bl_{(17071)’(17170)7(07071)}7
1 1 2 2
By = -1, —= 0,—-1,1 ——. =1, = .
2 {(37 ) 3 7(7 ) )a( 37 73)}
5. Sejam
B, — 10 0 1 00 0 0
L"Ylool'loo]|’|1 0] |01

m={ )T A A

3



duas bases ordenadas de My, 2(R). Determinemos a matriz Sp, . pg,.

Queremos encontrar ai, as, az, aq, by, b, b3, by, C1, Ca, 3, ¢4, dq, do, d3, dy € R tais que

K

Lo—Ly

o O O
O NN

Logo, tem-se

0
0

N O N

Isto é, tem-se os seguintes sistemas:

l=—-a1+ax+as+ay

1= 20,2 + 2&3
0= —2G3 + 2a4
1= 4&4

0=—b; +by+b3+04

0 = 2by + 205
O - —2b3 -+ 2b4
1 = 4by

=

B -1 1) 1 -1 1 1
A T e TS T 1
-1 1 '1—1' 11 11
]—1)1{1 1]—1—52_1 1_ { 1}4—54_1_
B -1 1) 1—1‘ Lo 11
B S A T N SR I [
-1 1 11 (11
}_dl[l 1}+d2{ }+d3{ 11}+d4_1_
1 | 1000 -11 11100
1 1 |]0100 . 0 022110
1 | 0010 | m+t—,| 0 202 ] 101
Li+L3z—L
1_1’00015%3%30220’100
111000 -11 1 1]100
0] 1001 . 02 2 0] 100
2|1010 —Lo+L3z—Lg 0 0_22|001
2 1100 00 2 2110
-11 1 1100 0
. 0 2 2 0100 1
0 0 0 4111 -1
1 1] L o], 12'Jr 12, 10
01|-“ o o oo "B 20]TM24
0 -1 0 (1 2] 1 2 10
1}—[)1{0 O}+b2_00_+b3{_2 0}4-54{24
0] _. 10+C'12+C12+610
/O R VI loo] "l -20 Y124
1 10 1 2 1 2 1
_1}—d1{0 O}+d2[00]+d3{—20]+d4{2 ]

_ o O O

0

1
-1

0

Lo« Ly

—
L3+Ls—Ly



0:—01+62+C3+C4 0:—d1+d2+d3+d4

0:202+203 1:2d2+2d3
1= —2C3 + 204 —1= —2d3 + 2d4
1 =4ey —1=4d,
que sao equivalentes a
( 1 ( 1
a1 = — b1 = 1
_ 1 _ 1
a9 — 1 bg =3
1 —
as = 1 b3 =1
1 1
( 44 = 7 \ by = 4
( 1 ( 1
Ccl = 1 dl =1
1 1
Co = 1 d2 = 1
1 1
C3 = —1 d3 = 1
1 —_1
{ 4= (| da=—1
Logo
[ 1 1 L LT
4 4 4 4
1 _1 1 1
4 4 4 4
SBl—>BQ -
1 1 _1 1
4 4 4 4
1 1 1 _1
4 4 4 4

) 1 2 . .
Assim, as coordenadas do vector { 3 4 ] em relacao a base B, sao dadas por

B 1 1 1 1 7 B
—i i i i 2
111 1 1 3
4 4 4 4 9 2
1 111 3 1
4 4 4 4 4
1 L 11 1
L 4 4 4 4 L 2

Isto é,

il e A ]l A

6. Seja B = {v1,v2} uma base ordenada de P;. Sejam (1,—1) e (2,2) respectivamente as
coordenadas de dois polinémios 1 +¢ e 1 — ¢ em relagao a base B. Determine B.



Tem-se

1+t:U1—U2 PN 141 . 1 -1 U1 N
1-t=2?)1+21)2 1—1¢ o 2 2 Vo
+

Logo B = {% + it,—}l — %t}.

7. Sejam By = {vy,v2} e By = {w;,ws} duas bases ordenadas de P;. Suponha que (1,—1)
e (2,2) sao respectivamente as coordenadas de um polinémio p (t) em relagdo as bases By e Bs.
Suponha ainda que (1,1) e (2, —2) sao respectivamente as coordenadas de um polinémio ¢ (t) em
relacao as bases B; e B,. Determine a matriz Sg, 5, .

Seja
a b
s [ 4],
Tem-se
21 |a b 1 2 _|a b 1
9 e d|] =1 © 217 ledll1
Logo
9=a—b 9 1 =10 0 a
2=c—d 9 0 0 1 —1 b
— =4
2=a-+b 2 1 1.0 0 c
9—c+d ) 0 0 1 1 d
a 1 -10 07°'T 2 2
P N I R 2 | | o . S (2 o0
el =11 1 0 o0 2 171 o CasSUn - OBi—B = | o _9 |-
d 0 0 1 1 ) )

8. a) Como 1 —t* =t —t* 4 (—3) (—2 + 2t), as coordenadas de 1 — ¢ na base B sdo 1 e —3.

b) Bi ={1(t—t*)+0(-2+2t),1(t — )+ (—3) (-2+2t)} = {t — 3,1 — ¢*}.

c)
o _ 2 2
V3_t_€VL({ 1+2, =24+t —17}).
Como
~1+2€U e —2+t—-t*¢U,
tem-se
U+V =P,

e assim {—1 + ¢*} ¢ uma base para U N V.



9. As coordenadas do vector 1 —t em B; sao 1 e 0 uma vez que

1—t=1(1—-t)4+0(1—-1#).

SBIHBQ[HZ[T ;%,H(l)}:[_ll]

logo, as coordenadas do vector 1 —t em By sao —1 e 1.

Como

10. Sejam a,b € R. A aplicacao T, : R — R definida por T, (z) = ax + b é linear se e s6 se
b=0eack

11. (i) Seja T : R* = R? com T(z,y) = (z + 2y,3z — y). T ¢é linear e tem-se

2 ey |1 2
M(T,BC,BC)—|:3 _1:|’

uma vez que 7'(1,0) = (1,3) e 7T(0,1) = (2,—1). Tem-se

N(T) = {(z,y) eR*: T(z,y) = (0,0)} = {(z,y) € R*: (z+2y,3z —y) = (0,0)} =
= {(z,y) eR*:z=-2y e 3z =y} ={(0,0)}.

Logo T é injectiva e dim NV (T') = 0. Uma vez que

dim R? = dim MV (T) + dim Z(T),
espaco de partida

entdo dimZ(T") = 2. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se

Como o conjunto {(1,3), (2, —1) } é linearmente independente e como gera Z(7") entao {(1, 3), (2,—1)}
é uma base de Z(T).

Por outro lado, como Z(T') é subespago de R? e dimZ(T') = dim R? entao Z(T) = R?, isto &, T
é sobrejectiva. Sendo T sobrejectiva e tendo-se dim (espago de partida) = dim (espago de chegada)
entdo T também é injectiva, como se constatou no facto de se ter N'(T') = {(0,0)}.

Como T’ ¢é injectiva e sobrejectiva, entao T' é bijectiva.

Observagao: T é injectiva se e s6 se N'(T') = {0}, onde 0 é o vector nulo do espago de partida.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7"). Sendo

m2pen | 12
M(T’Bchc>_[3 _1:|7

~J



a matriz que representa a transformacao linear 7 em relagdo a base canénica B? no espago de
partida e no espaco de chegada, tem-se

(o) = M B5B) | 7 ]
o vy = oursgssn) = ([ 5 ) =w ([ ) =10

zr) —curisis) ¢ (| 5 7)) -ty

O conjunto {(1,3), (2, —1)} é uma base de Z(T).
(ii) Seja T : R*> - R? com T(z,y) = (1 —y,2z). T nao é linear pois T(0,0) = (1,0) # (0,0).

(iii) Seja T : R* - R® com T(z,y,z) = (z,2z,—x). T ¢é linear e tem-se

1
M(T;B3B%) = | 2
1

o O O
o O O

uma vez que 7'(1,0,0) = (1,2,-1), 7(0,1,0) = (0,0,0) e 7(0,0,1) = (0,0,0). Tem-se

N(T) = {(z,y,2) eR*: T(w,y,2) = (0,0,0)} =
{(x,y, 2) €R?: (2,22, —1) = 0,0,0}_

{(0,y,2) eR*: y,z e R} =

{y(0,1,0) + 2(0,0,1) e R* : y,z € R} =

= L({(0,1,0),(0,0,1)}).

Como o conjunto {(0,1,0),(0,0,1)} é linearmente independente e como gera N (T') entao

{(0,1,0),(0,0,1)}

é uma base de N'(T'). Logo, dim N (T") = 2. Uma vez que

dim R? = dim M(T) + dim Z(T),
espaco de partida

entao dimZ(T") = 1. Vejamos como encontrar uma base para Z(T"). Tem-se
Z(T) ={(z,2z,—x) : x € R} ={x(1,2,-1) : x e R} = L ({(1,2,-1)}).

Como o conjunto {(1,2,—1)} ¢é linearmente independente e como gera Z(7') entao {(1,2,—1)} é
uma base de Z(T').
Por outro lado, como Z(T) # R? entao T nao é sobrejectiva. Como N (T') # {(0,0,0)} entdao T

nao é injectiva.



Resolugao alternativa para encontrar bases para NV (T) e Z(T). Sendo

1
M(T;B};B) = | 2
1

o O O
o O O

a matriz que representa a transformacao linear T em relagao a base canénica B? no espaco de
partida e no espaco de chegada, tem-se

T(z,y,2) = M(T; B B2) | y

Logo,

00
00| =r@z2-1)}.
00

O conjunto {(0,1,0),(0,0,1)} é¢ uma base de N (T) e o conjunto {(1,2,—1)} ¢ uma base de Z(T').

(iv) Seja T : R®* — R? com T(x,y,2) = (0,0). T ¢é linear e tem-se

mepy_ |0 00
v - [00 0],

uma vez que 7°(1,0,0) = 7°(0,1,0) = 7°(0,0,1) = (0,0). Tem-se
N(T) = {(5,9,2) € B : T(w,5,2) = (0,00} = {(,,2) € R s 0,3, 2 € R} K.
Uma base para N (T) poderd ser a base canénica B2. Logo, dim N (T') = 3. Uma vez que

dim in/ = dim NV (T) + dim Z(T),
espago de partida
entdo dimZ(T") = 0. De facto
Z(T) = {(0,0)} .
Por outro lado, como Z(T') # R? entao T nao é sobrejectiva. Como N (T') # {(0,0,0)} entao T
nao é injectiva.



Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7). Sendo

M(T; B2 B2) = {O 0 O},

000

a matriz que representa a transformagao linear 7' em relagao as bases canénicas B2 e B? nos espagos
de partida e de chegada respectivamente, tem-se

X
T(z,y,2) = M(T; B2 B2) | y

z

wm) = rcrssss) = ([0 ) 0 ]) =® = L0000, 000

7(r) =c urisssn) =¢ (| o o |) = o)

Uma base para A/ (T') poderd ser a base canénica B2.

(v) Seja T :R? - R com T(x,y) = —3z. T ¢ linear e tem-se
M(T;B2;B:.) = -3 0],
uma vez que 7'(1,0) = =3 e 7(0,1) = 0. Note que B. = {1} ¢ a base candnica de R. Tem-se

N(T) = {(x,y)GRZ:T(x,y):O}:{(m,y)€R2:—3$:0}:
= {(0,y) eR*:y e R} ={y(0,1) e R?: y e R} = L({(0,1)}).

Como o conjunto {(0,1)} é linearmente independente e como gera N (T') entao {(0,1)} é uma base
de N(T). Logo, dim N(T') = 1. Uma vez que

dim R? = dim M(T) + dim Z(T),
espaco de partida

entdo dimZ(T") = 1. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
I(T)={-3z:2x € R} = L({1}).

Como o conjunto {1} ¢é linearmente independente e como gera Z(T') entao {1} é uma base de Z(T),
a base candnica de R.

Por outro lado, como Z(T') é subespago de R e dimZ(7T") = dimR entdo Z(7) = R, isto é, T &
sobrejectiva. Como N (T) # {(0,0)} entao T néo é injectiva.

Resolugao alternativa para encontrar bases para NV (T) e Z(T). Sendo
M(T;B2B.)=[ -3 0],

10



a matriz que representa a transformagao linear T em relagao as bases canénicas B2 no espago de
partida e B. no espaco de chegada, tem-se

T(o) = MBS | 7).

Logo,
N(T) =N (M(T; 85 B.)) =N ([ =3 0 ]) = L{(0,1)})

I(T) = ¢ (M(T5 B3 B.)) = C ([ =3 0]) = L({=3}) = L({1}).
O conjunto {(0,1)} ¢ uma base de N(T) e o conjunto {1} é uma base de Z(T).

(vi) T : R® -5 R® com T(z,y,z) = (0,—1,2). T nao & linear pois 7(0,0,0) = (0,—1,2) #
(0,0,0).

(vil) T:R — R? com T(z)= (2x,0,—x). T é linear e tem-se

9
M(T;B;B)=| 0 |,
1

uma vez que T'(1) = (2,0, —1). Tem-se
N(T)={zeR:T(z) =(0,0,0)} ={x € R: (22,0,—x) = (0,0,0)} = {0}.
Logo, dim NV (T) = 0. Uma vez que
dim R, =dimN(T) +dimZ(T),

espaco de partida
entdo dimZ(T") = 1. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
I(T) = {(22,0,—2) :x € R} = {2(2,0,-1) : 2 e R} = L ({(2,0,-1)}).

Como o conjunto {(2,0,—1)} é linearmente independente e como gera Z(T') entao {(2,0,—1)} &
uma base de Z(T).

Por outro lado, como Z(T) # R3? entao T nao ¢é sobrejectiva. Como N (T) = {0} entao T é
injectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7'). Sendo

2
M(T;B;B) =1 0 |,
-1

a matriz que representa a transformacao linear 7" em relacao as bases candénicas B. no espaco de
partida e B2 no espago de chegada, tem-se

T(x) = M(T; B2 B2) [«].

11



Logo,
N(T) = ./\/(M(T; BC;BS)) =

E (] oo

2
IUUCMﬂﬂBa@»C([()])LH@N,1H%

O conjunto {(2,0,—1)} é uma base de Z(T).

(viii) 7:R3> - R? com T(z,y,2) = (22 —y,2y). T nao ¢ linear, pois por exemplo:

T((1,0,0) + (1,0,0)) = T(2,0,0) = (4,0) # (2,0) = T(1,0,0) + T(1,0,0).

(ix) Seja T : R* - R? com T(x,y,z2,w)= (x —y,3w). T ¢ linear e tem-se

M(T;Bf;Bf)Z{l Lo O}

0 0 0 3

uma vez que 7'(1,0,0,0) = (1,0), 7(0,1,0,0) = (—1,0), 7(0,0,1,0) = (0,0) e 7(0,0,0,1) = (0, 3).
Tem-se

N(T) = {(z,y,z,w) e R*: T(z,y, 2,w) = ( ,0)} =
{(z,y,z,w) € R*: (z — y,3w) = (0,0)} =
{(z,y,2,w) )ER? :c—yew—O}:

{(y y,2,0) € R*: y,zER}—

= {y(1,1,0,0) + 2(0,0,1,0) e R* : y, 2 € R} =

= L({(1,1,0,0),(0,0,1,0)}).

Como o conjunto {(1,1,0,0),(0,0,1,0)} é linearmente independente e como gera N (T) entao
{(1,1,0,0),(0,0,1,0)} é uma base de N(T'). Logo, dim N (T') = 2. Uma vez que

dim R* = dim NV(T) + dim Z(T),
espago de partida

entdo dimZ(T") = 2. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
I(T) = {(.T—y,3'LU) CTLY,wE R} =
— {0(1,0) + y(—1,0) + w(0,3) : 3y, w € R} =
= L ({(17 0)7 (_17 0)7 (07 3)}) :

Como o conjunto {(1,0), (0,3)} é linearmente independente e como gera Z(7') entao {(1,0), (0,3)}
é uma base de Z(T).

12



Por outro lado, como Z(T) é subespago de R? e dimZ(T) = dim R? entdao Z(T) = R?, isto é, T
é sobrejectiva. Como N (T') # {(0,0,0,0)} entdo T nao é injectiva.

Resolugao alternativa para encontrar bases para N (T) e Z(T'). Sendo

M(T;Bf;Bf)z{l v O}

0 0 0 3

a matriz que representa a transformagao linear T em relagao as bases canénicas B2 no espago de
partida e B2 no espago de chegada, tem-se

.
T(v,y,zw) = M(T;B5B2) |
v
Logo,
wr) = uerssisn) =& ([ 05 |) = pdaoo. ooy
‘

zr) —cursas) ¢ (|| 3 §]]) oo,

O conjunto {(1,1,0,0),(0,0,1,0)} é uma base de N (T) e o conjunto {(1,0),(0,3)} ¢ uma base de
Z(T).

(x) Seja T : R® - R* com T(x,y,2) = (—2,y — 22,2y,y + 2). T & linear e tem-se

0 -1
1 -2
2 0 |’
1 1

M(T; B2 B;) =

o O OO

uma vez que T'(1,0,0) = (0,0,0,0), 7(0,1,0) = (0,1,2,1) e 7(0,0,1) = (—1,-2,0,1). Tem-se

N(T) = {(z,y,2) eR®: T(z,y,2) = (0,0,0,0)} =
— {(gj,y, Z) eR3: (—z,y 22,2y,y + Z) (Oa()?O?O)} =
= {(2,0,0) e R’ : 2 € R} = L({(1,0,0)}).

Como o conjunto {(1,0,0)} & linearmente independente e como gera N (T) entao {(1,0,0)} é uma
base de N(T). Logo, dim N(T') = 1. Uma vez que

dim R? = dim NV /(T) + dim Z(T),

espaco de partida

entao dimZ(T") = 2. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
Z(T)={(-2,y — 22,2y,y + 2) : y,z € R} = L({(0,1,2,1),(—1,—-2,0,1)}).

13



Como o conjunto {(0,1,2,1),(—1,—2,0,1)} é linearmente independente e como gera Z(7T') entao
{(0,1,2,1),(—1,—2,0,1)} é uma base de Z(T).
Por outro lado, como Z(T) # R* entdao T nao é sobrejectiva. Como N (T') # {(0,0,0)} entdao T
nao é injectiva.
Resolugao alternativa para encontrar bases para N (T) e Z(T). Sendo
-1
—2
O Y
1

M(T; B2 B;) =

o O OO
_— N = O

a matriz que representa a transformacao linear 7 em relagdo a base canénica B® no espaco de
partida e no espaco de chegada, tem-se

x
T(x,y.2) = M(T: B3 B;) | y
z
Logo,
0 0 -1
NT) = NTBsey)y =~ | |0 21| =
TTerTe 02 0
01 1
00 -1 0 0 -1
01 0 01 0
01 0 0 0 O
0 0 -1
iy =cursish) =c| [0 5 1] | =rdo121.-1,-201).
01 1
O conjunto {(1,0,0)} é¢ uma base de N (T') e o conjunto {(0,1,2,1),(—1,—2,0,1)} é uma base de

(T).
(xi) Seja T : R — R? com T(z) = (0,0). T ¢ linear e tem-se

M(T;B.; B?) = [8},

uma vez que 7'(1) = (0,0). Tem-se

NT)={zeR:T(z) = (0,0} ={z: 2z e R} =R.
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Uma base para N (T') poderd ser a base canénica B. = {1}. Logo, dim N (T') = 1. Uma vez que
dim R = dim N(T) + dimZ(T),

espaco de partida

entdo dimZ(7T") = 0. De facto
Z(T) = {(0,0)} -
Por outro lado, como Z(T) # R? entao T nao é sobrejectiva. Como N (T') # {0} entao T nao é
injectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7). Sendo

M(T;B.; B%) = {8},

a matriz que representa a transformacao linear 7' em relagio as bases canénicas B, e B? nos espagos
de partida e de chegada respectivamente, tem-se

T(z) = M(T;B;B2) [ = |.

Loge: N(T) =N (M(T;B;B2)) =N ([ 8 D =R=L)

7(r) ¢ (ur:ss8) = ¢ | ¢ | ) = t0.0.

Uma base para N (T') poderd ser a base canénica B. = {1}.

(xii) Seja T : R?* — R® com T(z,y,z) = (z +2y,32z,x — z). T ¢é linear e tem-se

12 0
M(T;B;B) =100 3 |,
10 -1

uma vez que 7°(1,0,0) = (1,0,1
N(T) = |
{

, 1(0,1,0) = (2,0,0) e 7(0,0,1) = (0,3, —1). Tem-se
z,y,2) €ER T (x,y,2) = (0,0,0)} =
r,y,2) € R®: (x+2y,32,2 — 2) = (0,0,0)} =

=
Logo, dim N (T) =0 e T é injectiva. Uma vez que

dim R? = dim N /(T) + dim Z(7),
espago de partida
entdo dimZ(T') = 3. Vejamos como encontrar uma base para Z(7T'). Tem-se
Z(T) = {(x+2y,3z,2—2):2,y,2 € R} =
= {‘T(la 07 1) + y(27 0, O) + Z(()? 3, _1) STy, 2 € R}
= L({(1,0,1),(2,0,0),(0,3,—1)}).
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Como o conjunto {(1,0,1),(2,0,0),(0,3,—1)} é linearmente independente e como gera Z(7T') entao
{(1,0,1),(2,0,0), (0,3, —1)} é uma base de Z(T).

Por outro lado, como Z(T') é subespago de R? e dimZ(T') = dim R? entao Z(T) = R3, isto &, T
é sobrejectiva.

Como T é injectiva e sobrejectiva, entao 1" é bijectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7"). Sendo

0
3
-1

M(T; B2 B2) =

—_ O
o o

a matriz que representa a transformacgao linear T em relacao & base canénica B® no espago de
partida e no espaco de chegada, tem-se

x
T(x,y,2) = M(T; B35 B7) | y
z
Logo,
1 2 0
N(T) = N(M(T;B58B))=N[]0 0 3 =
10 —1
1 2 1 2 0
= N||10 —1 =N||0 -2 —1 {(0,0,0)}
00 3 0 0 3
€
1 2
I(T)=C(M(T;B5BY)=C| |0 0 = L({(1,0,1),(2,0,0),(0,3,-1)}).
10

O conjunto {(1,0,1),(2,0,0),(0,3,—1)} é uma base de Z(T").
(xiii) Seja T': R* — R® com T(z,y,z2) = (z,y,2). T ¢ linear e tem-se

1
M(T;B%B) =] 0
0

o = O

0

01,

1

uma vez que 7'(1,0,0) = (1,0,0), 7(0,1,0) = (0,1,0) e T7(0,0,1) = (0,0,1). Tem-se
N(T) = {(z,y,2) € R® : T(x,y,2) = (0,0,0)} = {(0,0,0)}.

Logo, dim N (T) =0 e T é injectiva. Uma vez que

dim R? = dim MV (T) + dim Z(T),

espaco de partida

16



entdo dimZ(T") = 3. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
I(T) = {(2,y,2) : 2,9y, 2 € R} = R?,

isto é, T' é sobrejectiva. Como o conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} & linearmente independente e
como gera Z(T') entao {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de Z(T').
Como T' ¢ injectiva e sobrejectiva, entao 1" é bijectiva.

(xiv) Seja T': Py — Py com

T(p(t) =2p(1—t)—tp' ().

T é linear uma vez que, para todos os p (t),p1 (t),p2 (t) € Ps, para todo o A € R,

T(p (t) +pa(t)) = T((pr+p2) (1) =2(p1+p2) (1 —1) —t(p1+pa) () =
= 2p1 (L —1) +2p2 (1 =) —tpy (t) — tp5 (¢)
= 2p1 (1 —t) —tpy (1) +2p2 (1 — 1) —tpy (1) =
= T(pi (1) +T(p2(2)),

TAp(t)) = T((Ap) (1) =2(Ap) (1 —t) —t(Ap) () =
AM2p(1—t)—tAp' (t) = X(2p (1 —t) —tp' () = AT(p(t)).

Sendo B = {1,t,t*} a base canénica de Py, tem-se

2 2 2
M(T;B;B)=|0 -3 —4 |,
0 0 0

uma vez que T'(1) =2x1—-tx0=2, T(t)=2(1—t)—tx1=2-3t e
T =2(1—1) — 12t =2 — 4t + 2> — 24> = 2 — 4¢.

Uma base para N (7T):

Como
2 2 2
0 O 0
entao

N(T) = {ag + art + ast® € Py : (ag, a1, a2) € L({(1,-4,3)})} = L ({1 — 4t + 3t*})..

Como {1 — 4t + 3t*} ¢ uma base de N (T'), dim N (T) = 1. Logo, T ndo ¢ injectiva, uma vez que
dim N (T) # 0.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7T):
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N(T) = {a0+a1t+a2t2 € P, :T(a0+a1t+a2t2) :O} =
= {a0+a1t+a2t2 ePs,: 2(a0+a1 (1—t)+a2(1—t)2) —t(ay + 2ast) :0} =
= {ao + ait + aot® € Py : 2a0 + 2a; — 2a1t + 2ay — dast + 2ast® — ayt — 2aqt? = 0} =
= {ao + art + agt? € Py 2 2ag + 2a1 + 2a + (—3a; — 4ag)t = O} =

4 1
= {a0+a1t+a2t2€732:a1:—§a2 e nggag}:

1 4 1 4
= {§a2—§a2t+a2t2€7)22a2€R} _L<{§—§t+t2}> :L({1—4t—|—3t2})
Como {1 — 4t + 3t?} ¢ uma base de N (T), dim N (T) = 1.

Uma base para Z(7):
Como {1,t,1?} gera Py, tem-se

I(T)=L({T(1),T@1),T(*)})=L({2,2-3t,2—4t}) =L ({2,2-3t}).

Uma vez que o conjunto {2,2 — 3t} é linearmente independente e gera Z (T'), entao {2,2 — 3t} ¢
uma base de Z (7T'), tendo-se dimZ (T") = 2.
Como dim Py = 3, tem-se Z (1) # P», pelo que T nao é sobrejectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7):
Sendo p (t) = ag + a1t + axt?, com ag, a;,as € R, tem-se

T(p(t)) = 2(a0—|—a1 (1—t)+a2(1—t)2)—t(a1—|—2a2t):
= 2a9 + 2a; — 2a1t + 2as — dast + 2aqt? — ayt — 2a9t? =
= a02—|—a1(2—3t)+a2(2—4t).

Logo, Z(T) = L ({2,2 — 3t,2 — 4t}) = L ({2,2 — 3t}). Uma vez que o conjunto {2,2 — 3t} ¢ linear-
mente independente e gera Z (T), entao {2,2 — 3t} é uma base de Z (7).
(xv) Seja T : P, — P, com

Tpt)=p0) —p(=1)+ (=) +p@)t+ (p(=1) —p(1) — 2p(0)) *.
T ¢é linear uma vez que, para todos os p (t),p1 (t),p2 (t) € Ps, para todo o A € R,

T(ps (8) +p2(8)) = T((pr +p2) (1) =

= (p1+p2) (0) = (p1+p2) (1) + ((p1 +p2) (1) + (p1 +p2) (1)) t +
+ ((p1 +p2) (1) — (p1 +p2) (1) — 2 (1 + p2) (0)) 2

= p1(0) = pi (=1) + (p1 (=1) + p1 (1)) t + (pr (=1) = pr (1) = 2p1 (0)) £ +
+p2(0) = p2 (=1) + (P2 (=1) + p2 (D)t + (p2 (=1) = p2 (1) — 2p2(0)) *

18



=T @)+ T (1),

TAp () = T(Ap) @) =A(pO0)—p(=D+ @D +p)t+ (p(-1) —p(1) —2p(0)t*) =
= AT(p(t)).

Sendo B = {1,t,t*} a base canénica de Py, tem-se

0 1 -1
MT;B;B)=| 2 0 2 |,
-2 =2 0

uma vez que T(1) =1 -1+ (1+ 1)t + (1 —1—2)¢* = 2t — 2¢2,

TH)=0— (=) +((-)+Dt+((-1)—1-2x0)t*=1- 2t

T)=0—1+(1+1)t+(1—1-2x0)2=—1+2t.

Uma base para N (T):
Como

0 1 -1 0 1 -1 2 0 2
N (M(T;B;B)) = N(|: 2 0 2 ])N([Q 0 2 ])N([O 1 1])
-2 =2 0 0 -2 2 00 O

entao
N(T) = {ao + art + ast® € Pa: (ag,a1,a2) € L ({(—=1,1, )} } =L ({-1+t+*}).

Como {—1+ ¢+ ¢*} é uma base de N (T), dim N (T') = 1. Logo, T' nao é injectiva, uma vez que
dim N (T) # 0.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7):

N(T) = {a0+a1t+a2t26772:T(a0+a1t—|-a2t2):0}:
_ { ag+ art + ast?> € Py :p(0) —p(—1) + (p(—1) +p (1)) t+ }
+(p(=1)—p(1) —2p(0))* =0
_ {a0+a1t+a2t2Gszp(O)—p(—l):O e p(=1)+p(1)=0 e}
p(=1)—=p(1) —2p(0)=0
ag + ayt +ast? € Py:iag— (ag— a1 +az) =0 e

= (ap —ay +az) + (ap+ a1 +az) =0 e =
(ao—a1+a2)—(a0+a1—|—a2)—2a0:0

{ao+a1t+a2t2€732:a1:a2 e CLOZ—QQ}:
= {—a2+a2t+a2t2€732:a2€R}:{ag(—1+t—|—t2)EszaQE]R}:
= L({-1+t+#}).

Como {—1+t + t?} é uma base de N (T), dim N (T) = 1.
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Uma base para Z(7):
Como {1,t,t?} gera Ps, tem-se

I(M)=L{TQ),T),T(*)})=L({2t—21 -2, —1+2t}) =L ({1 -2t —1+2t}).
Uma vez que o conjunto {1 — 2¢?, —1 + 2t} ¢ linearmente independente e gera Z (T), entao
{1—-2¢%, -1+ 2t}

é uma base de Z (T'), tendo-se dimZ (T") = 2.
Como dim Py = 3, tem-se Z (1) # P», pelo que T nao é sobrejectiva.

Resolucgao alternativa para encontrar uma base para Z(7):
Sendo p (t) = ag + ait + ast?, com ag, ay, as € R, tem-se

Tp®)=p0) —p(=1)+ (1) +pL)t+(p(=1) —p(1) = 2p(0))* =
=ag — (ap + a1 (1) + a2 (=1)*) + (ap + a1 (=1) + as (=1)* + ag + a1 + az) t+
+ (ao + a1 (1) + a2 (=1)* = (ag + a1 + az) — 2a9) t* =
= a1 — ay + (2a0 + 2az) t + (—2a¢ — 2a1) 1? =
= ap (2t —2¢%) + a1 (1 —2%) +ax (=1 +21).
Logo, Z(T) = L ({2t — 2t*,1 — 2>, —1 + 2t}) = L ({2t — 2¢*,1 — 2¢*}). Como o conjunto
{2t —2¢%,1 — 27}

é linearmente independente e gera Z (T'), entao {2t — 2t?,1 — 2t?} é uma base de Z (T)).

(xvi) Seja T : Py — Mays (R) com T(p(t)) = { p(1) p(0)
T é linear uma vez que, para todos os p (t),p1 (t),ps2 (t) € P2, para todo o A € R,

P00 =100 = [ UG 6

_ {p1(1)+p2(1) p1(0) +p2(0) }:
p1(0) +p2(0) pi(=1)+pa(—1)

_ {pl(l) p1(0) ]+[p2(1) p2 (0) }_
p1(0) pi(=1) p2(0) p2(-1)

T(Ap(t)) = T((Ap) () =
_ [(Ap) (1) (Ap)(0) }: [Ap(l) Ap (0) }:
(Ap) (0)  (Ap) (1) Ap (0) Ap(—1)
_ p(1) p() |
- A [ p(0) p(-1) } = AT (1)



Sendo B; = {1,t,t*} a base canénica de P, e

ae{[1 2]

a base candnica de Mays (R) tem-se

10
0 0

0 1
0 0

0 0
10

0 0
0 1

IRt

1 1 1
1 0 O
M(T7Bla82): 1 0 0 )
1 -1 1
uma vez que
11 [1 0 o [10
Célculo de N (T):
Como
1 1 1 1 1 1
1 0 O 0 -1 -1
N<M(T761782))_N 1 0 0 _N 0 —1 -1
1 -1 1 0 -2 0
1 1 1
0 -2 0
= 0 0 -1 :{(0,0,0)},
0 O 0
entao

N(T) = {CLO + alt + a2t2 < 7)2 . (ao,al,aQ) = (0,0,0)} = {0} .
Logo, T ¢é injectiva uma vez que dim N (T') = 0.

Resolugao alternativa para calcular N (7):

N(T) = {p(t):ao—i—alt—i-athEPQ3T(p(t)):[8 8}}:
— {p(t):a0+a1t+a2t2€7?2:{g%g pp((_oi)}:{g 8”:
_ {&0+a1t+a2t2€7)23|:a0+z(1)+a2 aO_Z?JraQ}:{g 8

{ag+art+ast? €Py:ag=0 e ay=ay=0}={0}.

Uma base para Z(7T):
Como {1,t,1?} gera P,, tem-se

11
11

0
-1

10

rn = r(ra .o = ({] 01

o 2]

21
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Uma vez que o conjunto { [ 1 1 } ) [ (1) _01 } , [ (1) (1) 1 } ¢ linearmente independente e gera Z (7'),

e S0 )

¢ uma base de 7 (T'), tendo-se dimZ (T") = 3.
Como dim Msys (R) =4, tem-se Z (T') # Mayxs (R), pelo que T' nao é sobrejectiva.

entao

Resolucgao alternativa para encontrar uma base para Z(7):
Sendo p (t) = ag + a1t + ast?, com ag, ay, as € R, tem-se

roo-[58 29

. ag Qg aq 0 a9 0 .
]l S
N I I I I S R A
Tl | T 0 —1 | T 0 1|
11 1 0 10 .
Logo,I(T)-L({{1 1],{0 _1],[0 1}}).Comooconjunto

Ul S0

é linearmente independente e gera Z (T), entdo é uma base de Z (7).

_ ag + a1 + ag ag -
QAo CLO—CL1+CL2

1 2

(xvii) Seja T': Maya (R) — Mayo (R) com T'(X) = tr (X) { 9 1

} . Resolva ainda a equagao

linear T'(X) = [ :; :? } Seja

e q[o o) Lo )]

e an)
o O
| I
| — |
o O
)
—_
H/_/

Logo
1 0 01
LD R2X2. 1R2X2\ 2 O O 2
M(T; B.*% B.™) = 2 00 2
1 001
Célculo de N (T):
Como
1 001 1 0 01
. R2X2. 1R2X2\) 200 2 - 0000 B
N(M(T’Bc B >)_N 2 0 0 2 =N 0 00O o
1 001 0 00O
:L({(_1707071>7<O>17070)7(O>07170)})7



entao

i

0
1
dim N (T) =

var=e({[3 4101100 T))

, 8 (1) : [ (1) 8 } } é uma base para N (T'). Logo, T nao é injectiva uma vez que
34 0.

Uma base para Z(7):

Como B**% gera Mays (R), tem-se

ro = ([ o) (o) (s ) (o V)1 -
- (= 1))

Uma vez que o conjunto { { é ? } } é linearmente independente e gera Z (T'), entao

el

¢ uma base de Z (T'), tendo-se dimZ (T") = 1.
Como dim Mayo (R) = 4, tem-se Z (T") # Mayxs (R), pelo que T ndo ¢é sobrejectiva.

Solucao geral de T'(X) = [ :; :? :

ool v e o))

12. (i) M(Ty; B%B?%) = sgzz _C(S)nge ], uma vez que 7'(1,0) = (cosf,senf) e T(0,1) =

(—senf,cosf). Além disso, para todo (z,y) € R?

B [ cos® —senb cos”n —senn T
(TgOTn> (I;y) - Sen9 COSH :| |:Sen77 Ccos 1) :| |:/y‘| N

[ cosf —send cosm —senn x
senf)  cosf senn  cosm Yy

[ cosfcosn —senfsenn —Cosﬁsenn—cosnsene] {x}

cosfsenn + cosnsentl cosfcosn —senfsenn Yy

= [l e | o]

= T9+77([C, y)

Logo Ty o T,) = Ty, E assim (Tg)_l =T.
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1 0 0
(i) M(Tp; B3 B2) = | 0 cosf —send |.
0 senfl cosf

(iif) M(Te;Bf;Bg): cos20 sen?26 }

| sen 20 — cos 26

(iv) M(Ty; B, B?2) =

cos?f  senfcosf }

senfcosf  sen?d

0 sy =g )

k1

o) M)~ | | |

(vii) e (vii) M(T; B% B2) — { - ]

o1

13. Considere a transformagao linear T : R® — R?® que em relagao a base canénica (ordenada)
B2 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R? ¢ representada pela matriz

(ix) e (x) M(T;B2;B})

1 2 1
M(T;B5B) =11 10
2 -1 0
Tem-se
T 1 2 1 T
T(x,y,2)=MT;B5B) |y |=]1 10 y | =(@+2y+z,2+y 2z —y).
z 2 =10 z
Tem-se

N(T) = {(z,y,2) e R’ : T(z,y,2) = (0,0,0)} =
{(2,9,2) €R®: (1 + 2y + 2,2+ y, 22 —y) = (0,0,0)} =
{(0,0,0)}.
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Logo, dim N (T) =0 e T é injectiva. Uma vez que

dim R? = dim M (T) + dim Z(T),

espago de partida
entdo dimZ(T") = 3. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
IT) ={(z+2+z2+y2r—y): 2y 2R = L({(1,1,2),(2,1,-1),(1,0,0)}).

Como o conjunto {(1,1,2),(2,1,—1),(1,0,0)} é linearmente independente e como gera Z(7T') entao
{(1,1,2),(2,1,—1),(1,0,0)} é uma base de Z(T').

Por outro lado, como Z(T') é subespago de R? e dimZ(T') = dim R? entao Z(T) = R3, isto é, T
é sobrejectiva.

Como T é injectiva e sobrejectiva, entao 1" é bijectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7'). Sendo

1
M(T;B%B%) = | 1
2

[ )
o O =

a matriz que representa a transformacao linear 7 em relagdo a base canénica B® no espaco de
partida e no espaco de chegada, tem-se

x
T(x,y,2) = M(T; B35 B7) | y
z
Logo,
1 2 1
N(T) = N(M(T;B5B))=N|[|1 1 0 =
2 -1 0
1 2 1 1 2 1
= N[]|]0 -1 -1 =N|[|0 -1 -1 ={(0,0,0)}
0 —5 —2 0 0 3
1 21
I(T) = C (M(T; B BY)) = C L 10 =L({(1,1,2),(2,1,-1),(1,0,0)}).
2 -1 0

O conjunto {(1,1,2),(2,1,—1),(1,0,0)} é uma base de Z(T).

14 Considere a transformacao linear 7' : R® — R3 definida por

T(x,y,2) = (2y,y — v, —x).
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Considere a base ordenada B = {vy,vs,v3} de R3 com

v = (1,0, —1), Vo = (1,2,0), V3 = (-1, ]., 1)

Tem-se
2 -4 -5
M(T;B;B)=| -1 3 3 ,
1 -5 —4

uma vez que

T(1,0,—1) = (0,—1,—1)=2(1,0,—1) — (1,2,0) + (—1,1,1),
T(1,2,0) = (4,1,—1) = —4(1,0,—1) +3(1,2,0) = 5(—1,1,1) e

T(-1,1,1) = (2,2,1)=—5(1,0,—1) +3(1,2,0) — 4(—1,1,1).

15. Seja

g [[1 0] [0 1] [o0] 00
¢ 0O 0|’fTOO|"]1T O[]0 1
a base canénica (ordenada) de Mays(R). Considere a transformacao linear

St Maya(R) — Mayo(R) definida por S(A) = A",

Tem-se

M(S; BX* BY?) =

(ol -lool slloal)-100)
(o) =loe] s(avD-1ot)

16. Considere a transformacao linear T' : R? — R3 que em relagao as bases ordenadas B; =
{uy,us} de R? e By = {v1,v2,v3} de R® com

o O O
o= O O
OO = O

uma vez que

Uy = (1> 1)a U = (2> _1)7 vy = (1’07 1)7 Uy = (L 172)7 V3 = (O, 1, _1)7

é representada pela matriz



Considere ainda as bases ordenadas B; = {uy,u,} de R? e By = {v},v;,v;} de R® com
uy = (1,0), up=(L1), v =(100), v=(110), vy=(L11)

(i) Tem-se
(-1,2) =(1,1) — (2, -1).

Logo, as coordenadas do vector (—1,2) na base By sdo 1 e —1. Deste modo, as coordenadas do
vector T'(—1,2) na base By sdo dadas por

wungnzz){_fl]:: 4 z [ 1 ]:: :;

(i) Tem-se
(—=1,2) = —3(1,0) + 2(1,1).

Logo, as coordenadas do vector (—1,2) na base B sdo —3 e 2.

Resolugao alternativa: Tem-se

0 3

uma vez que u; = Ou) +uy, e up = 3u; — uy. Tendo em conta (por (i)) que as coordenadas do
vector (—1,2) na base B; sao 1 e —1, entao as coordenadas do vector (—1,2) na base B3] sao dadas

s ][V A][A]-[F]

(iii) Uma vez que (por (i)) as coordenadas do vector 7'(—1,2) na base By sdo —1, —2 e 3, entao
T(-1,2) = —(1,0,1) — 2(1,1,2) + 3(0, 1, —1) = (=3, 1, —8).
Por outro lado, tem-se
(—3,1,-8) = —4(1,0,0) + 9(1,1,0) — 8(1, 1, 1).
Logo, as coordenadas do vector T'(—1,2) na base B sao —4,9 e —8.

Resolugao alternativa: Determinemos a matriz Sg, .5,. Tem-se
1 0 -1

Spom = | -1 —1 2
1 2 -1
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uma vez que vy = v — Uy + vy, vy = 0v; — vy + 205 € v3 = —v; + 2vy — vy. Tendo em conta que
(por (i)) as coordenadas do vector T'(—1,2) na base By sdo —1, —2 e 3, entdo as coordenadas do
vector T'(—1,2) na base B} sao dadas por

~1 1 0 -17[-1 —4
Spym | =2 | =] -1 =1 2 —20=109
3 1 2 -1 3 -8

(iv) Determinemos uma base para N (T'). Seja u € R? e sejam (ay, a) as coordenadas de u em
relagao a base

By ={(1,1),(2,-1)}.

Tem-se
ueN(T) & (aq,a9) € N(M(T; By; Bs))
€ como
1 2 1 2 1 2
N(M(T;Bl;Bg)):N -1 1 =N 0 3 =N 0 3 ={(0,0)},
3 0 0 —6 00

N(T) ={0(1,1) +0(2,-1)} = {(0,0)}.
Assim, dim N(T') = 0 e T é injectiva.

(v) Determinemos uma base para Z (T'). Como {(1,1),(2, —1)} gera R?, tem-se
I(T) = LAT(1L,1), T2, -1)}) =
= L({1(1,0,1) + (=1) (1,1,2) + 3(0,1,—1),2(1,0,1) + 1(1,1,2) + 0(0, 1, —1)}) =

= L({(0,2,-4),(3,1,4)}).

Uma vez que o conjunto {(0,2,—4),(3,1,4)} é linearmente independente e gera Z (1), entao

{(0,2,—-4),(3,1,4)}
¢ uma base de 7 (T'), tendo-se dimZ (T") = 2.
Como dimR? = 3, tem-se Z (T') # R3, pelo que T nao ¢ sobrejectiva.

(vi) Determinemos a expressao geral de T', isto &, T' (z, ), para todo o (z,y) € R?. Considerando
as bases canénicas de R? e de R? respectivamente:

Bg = {(1’ O)’ (Oa 1)} ) BS = {(17 0, O)a (Oa L, 0)> (07 0, 1)} )
tem-se

M(T; B% B) = Sp, s M(T; By; Bs) (Sp, —i2) ' =
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11 0 127, o [0 3771 1 -1
=101 1 -1 1 [1 _1] = 2 1 [i _31 } =1 1
1 2 -1 3 0 —4 4 3 3 0 —4
Logo, para todo o (x,y) € R,
. 1 -1 . rT—y
T(m,y):M(T;Bg;Bg){ }: 1 1 [ ]: 4y | =(x—y,z+y, —4y).
Y 0 —4 | LY 4y

Resolugao alternativa a alinea (v) para encontrar uma base para Z(7):
Tem-se

(Tr) = {T(x,y) C(x,y) € RQ} = {(:E—y,a:—l—y, —4y) : (z,y) € RQ} =
{(z,2,0) + (-y,y, —4y) : (v,y) e R*} =

{z(1,1,0) +y(-1,1,-4) : (z,y) e R*} =

= L({(lvla )7(_1>17_4)})

Como o conjunto {(1,1,0),(—1,1,—4)} ¢ linearmente independente e gera Z (7'), entao

{(1,1,0),(—1,1,—-4)}

¢ uma base de Z (7).

Note que:
’ L ({(17 17 O) ) (_1? 17 _4)}> =L ({<0> 27 _4>7 (Ba 174)}> :

(vii) Tem-se
(R2781) M(%Bz) (R3,Bg)

SBlﬂBll l I I l SB2‘>BIQ
R?, B, z R3, B,
( ) 1) M(T’?,PB,Z) ( ) 2)

Logo,

M(T; By By) = Sy, M(T; Bi; Ba) (Sp,—py) " = Sppey M (T By; B2)Sy—s, =

1 0 -1 1 2 13 1 —2 2 13 1 0 —2
— | -1 -1 2 11 13 0| = 6 -3 13 0= 1 6
1 2 -1 3 0 —4 4 0 —4

17. Considere a transformacao linear T : R® — R? definida por

T(I‘,y,Z):(SC—l-y,QJ—l—y—Z)
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(i) Tem-se

M(T;Bi’;Bf):[l Lo }

1 1 -1
uma vez que 7°(1,0,0) = (1,1), 7(0,1,0) = (1,1) e 7(0,0,1) = (0,—1).

(i) Tem-se

N(T) = {(z,y,2) eR*: T(z,y,2) = (0,0)} =
— {(2,9,2) €R®: (w+y,z+y—2)=(0,0)} =
= {(x,—x,()) GRS:xGR} =L ({(1,-1,0)}).

Logo, o conjunto {(1,—1,0)} é uma base de N'(T") e dim N (T') = 1. T nao ¢ injectiva, uma vez que
N(T) #£(0,0)}.
(iii) Tem-se

I(T)—{(:v—l—y,:v—l—y—z):x,y,zER}—C([1 _— D = L({(1,1),(0,-1)}).

Como o conjunto {(1,1), (0, —1)} ¢ linearmente independente e como gera Z(T") entao {(1,1), (0,—1)}
¢ uma base de Z(T) e tem-se dimZ(7T") = 2.
Por outro lado, como Z(T') é subespago de R? e dimZ(T) = dim R? entao Z(T') = R?, isto é, T
é sobrejectiva.
(iv) O vector (1,0,0) é uma solugao particular da equagao linear
T(x,y,z)=(1,1).
Logo, a solugao geral da equagao linear T'(z,y, z) = (1,1) é dada por:

{(1,0,0)} + M(T) = {(1 +t,—t,0) e R® : t € R}.

(v) Nao existe nenhum vector (a,b) € R? para o qual a equagao linear T'(z,y, z) = (a,b) seja
impossivel, uma vez que 1" é sobrejectiva.

(vi) Néo existe nenhum vector (a,b) € R? para o qual a equacao linear T'(z,y, z) = (a,b) seja
possivel e determinada, uma vez que 7" nao é injectiva.

18. Considere a transformagcao linear 7' : R® — R? cuja matriz M (T; B3; B2) que a representa
em relagao a base candnica (ordenada) B2 de R? ¢ dada por

M(T; B2 B2) =

O N =
O = N
[\ORETEN \V)
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(i) Seja (z,y, z) € R3. Tem-se

x 1 2 2 T
T(x,y,2) =M(T;B:B) |y | =2 1 4 y | = (x+4+2y+ 222z +y+4z,22).
z 00 2 z
(ii) Tem-se
1 2 2 1 2 2
NTY=N[]2 1 4]|]|=N{]0 =3 0]|={000?.
0 0 2 0 0 2

Logo, T ¢é injectiva e dim N (T") = 0.

(iii) Tem-se

I(T) = {(z+2y+2220+y+42,22):2,y,z € R} =
= {=(1,2,0) +4(2,1,0) + 2(2,4,2) : 7,9,z € R}
= L({(1,2,0),(2,1,0),(2,4,2)}).

Como o conjunto {(1,2,0),(2,1,0),(2,4,2)} ¢ linearmente independente e como gera Z(T") entao
{(1,2,0),(2,1,0),(2,4,2)} é¢ uma base de Z(T') e tem-se dimZ(7") = 3. Por outro lado, como Z(T")
¢ subespago de R? e dimZ(T') = dim R? entao Z(T) = R3, isto ¢, T & sobrejectiva.

(iv) Como 7'(1,1,0) = 7'(1,0,0) + 7°(0,1,0) = (2,1,0) + (1,2,0) = (3,3,0), entdo o vector
(1,1,0) é uma solugao particular da equagao linear
T(x,y,z) = (3,3,0).
Logo, a solugao geral da equagao linear T'(z,y, z) = (3,3,0) é dada por:
{(1,1,0)} + M(T) = {(1,1,0)}.

(v) Nao existe nenhum vector (a,b,c) € R? para o qual a equagao linear T(x,y,2) = (a,b,c)
seja impossivel, uma vez que 1" é sobrejectiva.

(vi) Nao existe nenhum vector (a,b,c) € R? para o qual a equagao linear T'(z,y, z) = (a,b,c)
seja possivel e indeterminada, uma vez que T' é injectiva.

19. Considere a transformagcao linear 7' : R? — R? cuja matriz M (T'; B; B) que a representa em
relagao a base (ordenada) B = {vy, ve,v3} de R® com

U1 = (17 17 1)7 Vg = (17 170)7 Vg = (17070)7
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é dada por

O = N
NSRS )

1
M(T;B;B) = [2 }
0

(i) Seja A = M(T;B;B). Seja u € R? e sejam (a, a, a3) as coordenadas de u em relagao a
base B. Tem-se

ueN(T) & (a1,az,a3) € N(A)

€ COoImo

1 2 2 1
N(A)N(lz ])N([0
00 2 0

N(T)=L{(-2)(1,1,1) +1(1,1,0) + 0(1,0,0)}) = L ({(1,1,2)}) .

O conjunto {(1,1,2)} é uma base de N (T) pois gera N (T) e é linearmente independente. Assim,
dim N(T) = 1. T nao ¢ injectiva, uma vez que N (T) # {(0,0,0)}.
Como

O O N
N OO

]) ={(-2y,y,0) :y e R} = L ({(-2,1,0)}),

dim R? = dim M(T) + dim Z(T),
espaco de partida

entao dimZ(T') = 2 e assim Z(T') # R? (pois dim R?® = 3), isto é, T nao é sobrejectiva.

Expressao geral de T"
1111 22])[111] " '[=
1 10 2 4 4 1 10 y | =
1 00 00 2 1 00 z

= (8¢ — 2y — 32,6 — 32,2z — 2).
Calculo alternativo de N (T): Tem-se

T(x,y,z) =

N(T) = {(z,y,2) eR®: T(z,y,2) = (0,0,0)} =
{(z,y,2) € R®: (8 — 2y — 32,62 — 32,2z — ) = (0,0,0)} =
{(z,y,2) ER*: 2 =22 e z=y}
{(
= L({(1,1,2)}).

:L'xQx cR?: ;L'ER}—

(ii) Quanto ao contradominio:
I(T) = L({T(1,1,1),T(1,1,0),7(1,0,0)}) =

= L({l(l, 1, 1) + 2(1, 1, O) + 0(1, 0, O), 2(1, 1, 1)+
+4(1, 1, 0) + 0(1, 0, O), 2(1, 1, 1) + 4(1, 1, O) + 2(1, 0, 0)}) =
=L <{(37 3, 1)? (67 6, 2)7 (87 6, 2)}) =L ({(67 6, 2)? (87 6, 2)}) =L ({<87 6, 2)7 (_27 0, 0)}) .
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Como o conjunto {(8,6,2),(—2,0,0)} é linearmente independente e como gera Z(T') entao
{(8,6,2),(—2,0,0)}
¢ uma base de Z(T') e tem-se dimZ (7)) = 2.
Cailculo alternativo de Z(7T'): Tem-se

Z(T) = {(8x—2y—3z,60—32,20—2):z,y,2z € R} =
— L({(8,6,2),(~2,0,0), (=3, —3, ~1)}) =
= L({(87672)’(_2’070)}) :C(M(TngaBg))

(iii) E facil ver que (2,4,0) ¢ Z(T). Logo, a equacdo linear T(x,y,z) = (2,4,0) nio tem
solugoes.

(iv) Tem-se 7'(1,1,1) = 1(1,1,1) + 2(1,1,0) + 0(1,0,0) = (3,3,1) e assim

1 1 1 1
T(-2,-2,-2)=(-1,-1,-=
(555) = (o1g)

Logo, a solucao geral de

¢ dada por:

{(%y, 2) €R: T (2,y,2) = (—L—L—%)} = {(—%—%—%)} + N (T) =

1 1 1
=J(-=,-2,-= 1,1,2) :s€R
{< 33 3))+S(, 2) s €

(v) Por exemplo o vector (1,0,0) ou qualquer vector (a,b,c) € Z(T), uma vez que sendo 7" nao
injectiva, sempre que a equacgao linear for possivel, ela serd indeterminada.

(vi) Tem-se
T(vi) = (1,1,1) + 2(1,1,0) + 0(1,0,0) = (3,3, 1),

T(vs) = 2(1,1,1) + 4(1,1,0) + 0(1,0,0) = (6,6,2)

T(vs) = 2(1,1,1) + 4(1,1,0) + 2(1,0,0) = (8,6,2).

Logo,
T(1,0,0) = T(v3) = (8,6,2),

T(0,1,0) = T(vs) — T(v3) = (—2,0,0)
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Assim, ]
8 -2 -3
M(T;B5B)=|16 0 -3
2 0 -1
e deste modo, para (x,y,z) € R?,
x| 8§ =2 -3 x
T(x,y,2)=M(T;B5B) |y | =6 0 -3||y|=
z | 2 0 -1 z

= (8 — 2y — 32,62 — 32,2z — 2).

20. Considere a transformacao linear T : R* — R? definida por

T(x,y,2) = (x+y+2,2+2y—4z,2).

(i) Tendo em conta que 7'(1,0,0) = (1,1,0), 7(0,1,0) = (1,2,0) e T7(0,0,1) = (1,—4,1),

tem-se

11 1
M(T;B%:B) =11 2 —4
00 1
que representa T' em relagao a base canénica (ordenada) B2 de R3.
(ii) A matriz M(T; B2; B2) ¢é invertivel pois
11 1 11 1
M(T;B:B)=112 4| —|01 =5
00 1 0 0 1
Logo, T é injectiva e como tal invertivel, tendo-se
(M(T; B3 BE)) ™ = M(T™; B B?).
Determinemos (M (T; B%; B%)) ™"
(11 1 | 100 11 1 | 1 00
(MT;B5B) 1] = |12 4] 010[—=]01-5]|-110]—
00 1 [ 001 00 1 | 0 01
(110 1 0 —1 100 2 -1 —6
— co10]-11 5 |—=|010] -1 1 5
(001 | 0 0 1 001] 0 0 1




Logo,

2 -1 -6
(M(T;B583)) " = | -1 1 5
0 0 1
e como tal, para (z,y,z) € R?,
T 2 -1 -6 T
T,y 2)= (M(TBEB)) |y | = -1 1 5 y | =
z 0 0 1 z

=(2x—y—6z,—x+y+5z2).
Observagao: T-'oT =T o T~ = I. Isto é, para qualquer (z,y, z) € R?,

(T_l © T) (J"’y>z) = (TOT_l) (fB,y, Z) = (x,y, Z)»

como se pode ver:

(T7'eT) (v,y,2) = T (T(2,9,2) =T v +y+z1+2y—422) =
2042y +22—x—2y+42—6z,—x—y—z+ax+2y—42+52,2) =
T, Y, 2);

=
= (

(ToT ") (z,y,2) = T(T Yz,y,2)) =TQ2x—y—6z,—z+y+522) =
2r—y—6z—x+y+5z+22r—y—62—2x+4+2y+ 10z —4z,2) =
= (x,y,2).
Demonstragao alternativa da injectividade de 7. Tem-se

N(T) = {(z,y,2) e R*: T(z,y,2) = (0,0,0)} =
_ {(x,y,z)€R3:(x+y+z,:v+2y—4z,z):(0,0,0)}:
{(0,0,0)}.

Logo, T' ¢é injectiva.

(iii) Sendo T injectiva, como os espacos de partida e de chegada tém a mesma dimensao, entao
T é sobrejectiva. Logo, T é linear e bijectiva, isto é, T" é um isomorfismo.

(iv) Tem-se

T(z,y,2) = (1,1,2) & (z,y,2) = T7*(1,1,2) = (-11,10,2).
Logo, a solugdo geral da equagao linear T'(x,y, z) = (1,1,2) é: {(—11,10,2)}.

21. Seja
B2 _ 10 0 1 00 00
© 0O 0|’fOO]|’[1T O]|01
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a base canénica (ordenada) de My o(R). Considere a transformacao

T : Maya(R) = May2(R) definida por T(X) = AX — XA, com A= [ _01 (1) ] :

(1) Sejam X, X1, Xy € My2(R) e A € R. Tem-se
T(Xl -+ XQ) - A(Xl + XQ) - (Xl -+ XQ)A - AXl -+ AXQ - XlA - XQA =
= AX, — X1A+ AXy — XoA =T(X,) + T(X,)

TOX) = ANX) — (AX)A = A (AX — XA) = \T(X).

(ii) Seja [ i Z 1 € Myyo(R). Tem-se

A R L S | B o

Logo, a expressao geral de T' é dada por:

r(lea])-lats S

(iii) Tem-se

0 1 1 0

L R2X2, 1R2X2\ -1 O O 1
M(TBX5BX) = | | 0 5 1|

0O -1 -1 0

uma vez que



:H_“b 216M2Xg<R>:a,beR}:L({[é (1)H_01 H})

Logo, dim NV (T) = 2. Como N (T) # { [ 0

00 } } entao 7' nao é injectiva.

(v) Atendendo a que dimN(T) = 2 e dim My, 3(R) = 4, entdo dimZ(7T) = 2. T néo ¢é
sobrejectiva uma vez que Z(7T') # May2(R). Determinemos uma base para Z(7'). Tem-se

2r) = {rooix=| ¢ ] e Muat®)] -

- H—ba++cd W }EM?m(R)ia,b,c,deR}:
-
) L(H 1)

Como o conjunto } { } } gera Z(T) e é linearmente independente, entdao é uma

base de Z(T').

22. Seja A= M (T; B% B?). Como A = 5 1

Logo, se a equacao linear T'(z,y) = (1, 2) tiver solugao, ela é tinica. Como C (A) =Z (T') e uma vez
que [ ; } € C (A) pois: [ ; } =1 [ ; } +0 [ (1) }, entdo (1,0) é a solugao tnica da equacao linear
T(z,y) = (1,2).

Resolugao alternativa da equacgao linear T'(z,y) = (1,2):
Como A é invertivel, T' é invertivel e

1 : : e
0 } é invertivel, pois det A = 1 # 0, T' é injectiva.

T(x,y):(1,2)<:>(x,y):T_1(1,2):A_l[;] :{_12 H [H _ [H

23. Tem-se M (Ty;B%,B2) =[ 1 0 ], pois T3 (1,0) = 1 e 77 (0,1) = 0. Logo

M (Ty o Ty; B3 B?) = M (Ty; BY; B2) M (Ty; B2, Bl):[ﬂ[l 0]:[(1) 8}

e assim N(Ty 0o T) = N(M (Ty 0o Tv; B3 B?)) = N({ é 8 ]) = L({(0,1)}). Pelo que {(0,1)} é
base de N (T o T}), uma vez que {(0,1)} é linearmente independente e gera N (T3 o T}).
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24. Como M(T;By:By) = | | |- temese T(1,0,1) = 1(1,1) — (0.1) = (1,0),

7(0,1,1) =0(1,1) +0(0,1) = (0,0) e 7'(1,0,1) = 1(1,1) — (0,1) = (1,0). Por outro lado, como
By = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)} gera o "espaco de partida" R3, tem-se
IZ(T)=L({T(1,0,1),7(0,1,1),7(0,0,1)}) = L ({(1,0)}).
Pelo que {(1,0)} & base de Z (T'), pois (1,0) ¢ linearmente independente e gera Z (7).
Tem-se dimZ (T') = car (M (T;By;Bs)) = car ([ L0l }) = 1. Como Z(T) # R? pois

0 0O
dimZ (T) = 1 # 2 = dimR?, entdo T nao ¢ sobrejectiva.

25. Considere a transformagao linear T} : R®> — R? definida por Ti(z,y,2) = (22 + y,y +
2z). Considere ainda a transformacao linear T, : R?* — R3 cuja representacao matricial em
relagao a base (ordenada) B = {(2,1),(1,2)} de R? e a base canénica B2 de R? ¢ dada pela matriz

2 1
M(Ty;B;B)=1|1 1
1 2

(i)

N(T) = {(z.y,2) eR*: Ti(2,y,2) = (0,0)} = {(2,y,2) €ER’: 20 +y,y+22) = (0,0)} =

= {(w,y,z) ER3:x=2= —%} = {(—%,y,—%) :yER} =L({(1,-2,1)}).

O conjunto {(1, —2,1)} gera N'(7T}) e ¢ linearmente independente, logo é uma base de N (7). Tem-se
dmN(Ty) =1 e dimN(T})+ dimZ(Ty) = dim R?,

e assim dimZ(7T}) = 2. Logo, como Z(T}) é um subespago de R? e dimZ(7;) = dimR? = 2, entao
I(Ty) = R? e assim, T} ¢ sobrejectiva.

(ii) Como B = {(2,1),(1,2)} gera o "espago de partida" R?, tem-se
I(T2) =L ({T2(2’ 1)7T2<17 2>}) =L ({(27 L 1) ) (17 L 2)}) .

Como o conjunto {(2,1,1),(1,1,2)} gera Z (T3) e ¢ linearmente independente, entdo ¢ uma base de
T (T3).
Tem-se
dimZ (T3) =2 e dimN(Ty) +dimZ (T3) = dim R?,

e assim dim N (73) = 0. Logo, T é injectiva.

(iii) Tem-se

1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
2 1 1 — 05 -1| — 0 5 -1
11 2| PRt o o3 1 | Rl g 8



logo o conjunto {(1,-2,1),(2,1,1),(1,1,2)} gera N(T1) + Z(T3) e ¢ linearmente independente,
entdo ¢ uma base de N (T1) + Z(T3).

Logo, como N (T1) + Z(T3) é um subespago de R? e dim (N (T}1) + Z(73)) = dimR* = 3, entao
N(T) + I(Ty) = R,

Tem-se

dim (NV(Ty) N Z(Ty)) = dim N(T3) + dim Z(T3) — dim (NV(Ty) + Z(Tp)) =1+ 2 — 3 = 0.

(iv) Como (1,0) — §(2, 1) - %(1,2) e (0,1) = —%(2, 1)+ 2(1,2), fem-se

2 1 2 1
510 = 7 (3e0-502) 5 2R - R -
2 1 4 2 2 1 1 2 1
— 2oL -2(1,1,2)= (2,22 S I -
cein-za1 = (35.5)+ (-5-5-3) = (15:9)
(]
501 = B(-t2+20,2) = -inei)+inag) -
25 o 2 g ’ 5 ’ Téﬁnear 52 ’ 52 ’ N

1 2 2 1 1 2 24 1
- S EI )= (-2 2, = 222 =(0,:1
sein+iang = (-2 -+ (5.5.5) = (051)
Logo, a matriz M (Ty; B?; B3) que representa T, em relacao as bases canénicas B2 e B2 de R? e R3
respectivamente, é dada por

10
M(Ty; BBl = | 1/3 1/3
0 1

(v) A matriz M (Ty; B%; B?) que representa T; em relagao as bases canénicas B2 e B2 de R? e R?
respectivamente, é dada por

ey | 210
M(TlanBc)_|:0 1 2:|7

uma vez que
7T1(1,0,0) = (2,0), T71(0,1,0)=(1,1) e T1(0,0,1) = (0,2).
Logo, a matriz que representa T} o Ty em relacdo & base canénica B? de R? ¢ dada por

1 0
M(Tlng;BZ;Bf)—M(TﬁBg;Bf)M(T%Bz?Bg)—{g 1 81 /3 1/3 _[Ig %g}
0 1

Logo, tem-se

e[ ][5]
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7/3 1/3

/3 7/3 } é invertivel, a solugdo geral da equagao (17 07T5)(x,y) =

Assim, como a matriz [

(997, oot
G108 31 T [ 2012

26.
T(1,0,0) = (0,1,0),7(0,1,0) = (0,1,0),7(0,0,1) = (0,0,1),

Como
L ({(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}) = R?

e T é linear entao
Z(T)=L{T(1,0,0),7(0,1,0),7(0,0,1)}) = L({(0,1,0),(0,0,1)}).

Além disso, uma vez que o conjunto {(0,1,0),(0,0,1)} é linearmente independente ¢ entdo uma
base para Z (T'). Por outro lado, como

dimR? = dim N (T) +dimZ (T) < 3 = dim N (T) + 2 < dim N (T) =1 #0

entao 7' nao é injectiva.

27. Considere a transformacao linear T : R? — P5 definida por

T(1,1,-1)=2+2t* T(1,-1,1)=—t—t> e T(-1,1,1) =2+t +2t* + 1>

(i) Determinemos a expressao geral de T', isto é, determinemos 7'(x, y, z) para qualquer (z,y, 2) €
R3.
Seja (z,y, z) € R3. Como {(1,1,—1),(1,—1,1),(—=1,1,1)} gera R3, existem escalares a, 3,7 € R
tais que
(r,y,2) =a(l,1,-1)+ (1, —1,1) + v(—1,1,1).

Atendendo a

1 1 -1 | = 1 1 -1 | = 1 1 -1 ] =
1 -1 1 | y|—=]0-2 2 |y—a|—=]0-2 2| y—u],
-1 1 1 | =z 0 2 0 | z+= 0 0 2 | y+=z
tem-se
L@ +y)
o= -
a+pf—y=z % Y
—28+2y=y—2 & f==(r+2)
2v=y+=z %
7:§(y+z).
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Logo
1 1 1
e assim, como 7' é linear,

T(x,y,2) = % (x+y)T(1,1,-1) + % (x+2)T(1,-1,1)+ % (y+2)T(-1,1,1) =

Z%(x+y) (2+2t2)+%(93+z) (—t—t3)+%(y+z) 2+t+262+£%) =

1 1
::1:—1—2y—|—z—1—§(y—aj)t+(x+2y+z)t2+§(y—$)t3.

(ii) Tem-se N(T) = {(z,y,2) € R® : T(z,y,2) = 0} =

1 1
:{(m,y,z)€R3:x+2y+z+5(y—m)t—l—(:U—|—2y+z)t2+§(y—$)t3:O+Ot—|—0t2+0t3}:

1
S (PP S T

={(z,y,2) eR*:x=y e z=-3y}={y(1,1,-3) eR*:y e R} = L({(1,1,-3)})

Logo, o conjunto {(1,1,—3)} é uma base de N (T) e dim N (T') = 1. T néo é injectiva, uma vez que
N(T) #{(0,0,0)}.

(iii) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z(T'). Determine a dimensao de
Z(T). Diga se T é sobrejectiva.
Como {(1,1,—1),(1,-1,1),(—1,1,1)} gera R3, tem-se

I(T)=L{T(1,1,-1),T(1,-1,1), T(-1,1,1)}) = L ({2+ 28, —t — >, 2+ t + 26> + £*}) .

Como:
2 0 2 2 0 2
0 —1 1 0 -1 1
H
2 0 2 0 0 O
0 -1 1 0 0 O

entdo o conjunto {2 + 2t2, —t — t3} & linearmente independente e gera Z(T'), sendo assim uma base
de Z(T).

Logo, tem-se dimZ(T") = 2.

Por outro lado, como Z(T) é subespaco de P3 e dimP3; = 4 entdo Z(T') # Ps, isto é, T nao é
sobrejectiva.

(iv) Atendendo a ter-se

T(1,1,-1) =242, T(1,-1,1) =t —t> e T(-1,1,1) =2+t + 2> + >
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1 1
L+t+ 8+ =2+t+20 4+ —=(2+2t°) =T(-1,1,1) - -T(1,1,-1) =
N v d 2%,—/ 2

T & linear

=T(-1,1,1) =T(1,1,—1)

=T ((—1,1,1) - %(1,1,-1)) =T (—g%g) :
(<313

—2,13) ¢ uma solucdo particular da equagdo linear T'(z,y, 2) = 1+t + 2 4 t3.
Como, a solugao geral de T'(z,y,2) = 1+t + > + t> ¢ dada por:

(Solugéo particular de T'(z,y, z) = 1+t + t* + ¢*) 4 (Solucdo geral de T'(z,y, z) = 0)
e como a solugao geral de T'(z,y, z) = 0 é dada por
N(T) = {(2,y,2) €R*: T(w,y,2) =0} = L({(1,1,-3)})

entao, a solugao geral de T'(x,y,z) =1+t + t* + t* é dada por:

(_g, %;) +L({(1,1,-3)}) = {(—g : g) Fs(1,1,-3) s € R}.

28. Seja A € R. Considere a transformacao linear T : R® — P, definida por

Th(z,y,2) =2 —y+ Ay — z)t + at’.

(i) Tem-se
N(Ty) = {(z,y,2) € R* : T)\(z,y,2) =0} =

={(z,y,2) ER* 1z —y+ A(y—a)t+at> =0+ 0t + 0t} =
={(z,y,2)€ER’: 2=y e (y=z ou A=0) e z=0} =
={(0,y,2) eR’: 2=y e (y=0 ou A=0)} =
{(0,0,0)} se A#0 {(0,0,0)} se A#0
{y(0,1,1) eR*:y € R} se A=0 L{(0,1,1)}) se X=0
Logo, se A = 0 entéo {(0,1,1)} é uma base de N'(Tp) e assim T ndo é injectiva.

0 se AN#0
1 se A=0.

Logo, como N (Ty) = {(0,0,0)}, para todo o A € R\ {0}, entdao Ty ¢é injectiva, para todo o A €

R\ {0}.
(ii) Seja (z,y, z) € R3, tem-se
TNz, y,2)=2z—y+Ay—a)t+at®> =z+z(-M+1*) +y(—1+ )
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Logo,
Z(Ty) = {T,\(x,y,z) (z,y,2) € R3} = {z—l—x (—)\t+t2) +y(—=1+ M) :x,y,z € ]R} =

L{1, =X+, -1+ Xt}) se A#0
=L({1,-X+¢ -1+A}) =
L{1,#*}) se A=0

Se A\ # 0 entdao o conjunto {1, —At +t*, —1 + At} ¢ linearmente independente e gera Z (7)),
sendo assim uma base de Z (7)).
Se A = 0 entao o conjunto {1,¢*} ¢ linearmente independente e gera Z (7p), sendo assim uma
base de Z (Ty).
Logo
3 se A#0
dimZ(Ty) =
2 se A=0.

Como Z (7)) é um subespago de Ps e neste caso (A # 0) dimZ (7)) = dim P,, entao Z (1)) = Pa,
isto &, T} é sobrejectiva se A # 0.

Se A =0, como 7 (Tp) # Ps, To nado é sobrejectiva.

Note que: para todo o A € R,

dm  R®  =dimN(T)) + dimZ(T}),

espago de partida

(iii) Considere A = 0 e resolva a equagao linear Ty(r,y,2) = 1 + t2. Atendendo a ter-se
To(1,0,1) = 1 + % entao (1,0,1) é uma solucao particular da equacao linear Ty(z, ¥y, z) = 1 + t2.
Como, a solugao geral de Ty(x,y, z) = 1+ t* é dada por:
(Solugéo particular de Ty(,y, z) = 1 + *) + (Solugdo geral de Ty(z,y, 2) = 0)
e como a solugao geral de Ty(z,y, z) = 0 é dada por
N(TO) - {(.I,y, Z) S Rg : To(flf,y, Z) - 0} =L ({(07 ]-7 1>})

entao, a solugao geral de Ty(z,y,2) = 1 + t? & dada por:

(1,0,1) + L ({(0,1,1)}) = {(1,0,1) + 5(0,1,1) : s € R}

29. Considere o espago linear P, dos polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou igual
a 2. Considere a transformacao linear 1" : Py — P definida por

T(p(t) =p (t) —2p(1),

onde p' (t) é a derivada de primeira ordem de p (t).
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(i) Seja p (t) € Py. Tem-se p (t) = ag + a1t + ast?, com ag, a;, as € R. Tem-se
T (ao + art + ast®) = (ag + art + a2t2), — 2 (ap + art + ast?) =

=ay + 261,2t — 2&0 — 2a1t — 261,2t2 = —2CLO +a + (2&2 — 2&1)t — 2a2t2.

Logo, a expressao geral de T : Py, — Py é dada por:

T (CL() + at + a2t2) = —2ag + a; + (2ay — 2a;)t — 2ayt>.

(ii) Seja B = {1,t¢,#*} a base canénica (ordenada) de P,. Determinemos a matriz M (T; B; B)
que representa T em relacao a base B.

Como
T()=0-2=-2, T(t)=1-2t, T(*)=2t—2¢
tem-se
-2 1 0
M(T;B;B)=| 0 -2 2
0O 0 =2

(iii) Como a transformagao linear T': Py — Py € invertivel, pois M (T’; B; B) ¢é invertivel entao
T ¢ linear e bijectiva, isto é, T ¢ um isomorfismo. Sendo 7" um isomorfismo, 7! também é um
isomorfismo.

Seja p (t) € Py. Tem-se p (t) = ag + ait + ast?, com ag, a1, as € R.

Tem-se
1 1 1 1 1 1
—§p (t) — lel (t) — gp” (t) = —5 (Clo —+ Glt + a2t2) — Z (a1 + ngt) — §2a2 =
1 1 1 1 1 as ,
= —Zap—-a; — - —Za; — =ap |t — = (¥
2&0 4(11 46L2 + ( 2&1 2a2> B ( )
€ 1
CLO —2 1 O - a/(]
(M(T;:B;B) ™ |y | =] 0 -2 2 ap | =
as 0 0 -2 a2
1 1 1 1 1 1
T2 71 7g o 2% g T a®
= 0 —3 —% aq = —§a11 5(12
0 0 —3 (05} —§a2
Logo

1 1 1 1 1 a
T 0(0) =~ gon = gou+ (-gm =) 0= G ()

Atendendo a (*) e a (**) conclui-se que a expressao geral do isomorfismo T~ é dada por

T (p (1) = —5p (1) — 39/ () — 30" (1)
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para todo o p (t) € Ps.

(iv) Tem-se

P —2p(t) = (2302 T ) = (2—3t)° e = T (2 - 30)?) =
5 —% ((2—3t)%) — le (2(2 - 3t) (—3)) — % (2(=3) (=3)) = _Z N gt _ gtz_
Logo,
5 3 9,
p(t) = _Z+§t—§t

é a tinica solucdo da equacio diferencial linear p’ (t) — 2p (t) = (2 — 3t)°.

30. Considere o espago linear Py dos polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou igual
a 2. Considere a transformacao linear 1" : Py — Py definida por

T(p(t)=1p"(t) = 2p(t),
onde p” (t) é a derivada de segunda ordem de p ().

(i) Seja p (t) € Po. Tem-se p (t) = ag + a1t + agt?, com ag, a1, az € R. Tem-se
T (CL() + aqt + a2t2) = ¢? (CL() + aqt + agtz)” —2 (ao + aqt + a2t2) =
= t22CL2 — 2(1,0 - 2&125 — 2a2t2 = —QCLO — 2&175.

Logo, a expressao geral de T : Py — Py é dada por:

T ((1,0 -+ alt -+ CL2t2) = —2a0 — 2a1t.

(ii) Seja B = {1,t,#*} a base canénica (ordenada) de P,. Determinemos a matriz M (T; B; B)
que representa T em relacao a base B.

Como
T(1)=0-2=-2, T(t)=-2t, T(*)=22-2>=0
tem-se
-2 0 0
M(T;B;B)=| 0 -2 0
0 0 0
(iii) Uma base para N (T):
Como
-2 0 0
N(M(T,B,B)) =N 0 =20 :L({(07071)})7
0 0 O



entao

N(T) = {ao + art + ast® € P2 : (ag, a1,a2) € L ({(0,0,1)})} = L ({£*}).

Como {t*} ¢ uma base de N (T'), dim N (T') = 1. Logo, T nao ¢ injectiva, uma vez que dim N (T') #
0.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7T):

N(T) = {ao +at+at? € Py T (ao + ait + aQtQ) = 0} =
= {ao+ a1t + ast® € Pa: t*2a5 — 2 (ag + a1t + ast?) = 0} =
= {G0+a1t+a2t2 e Py —2a0—2a1t:0} =
= {a0+a1t+a2t2€732:a0:0ealzo}:L({tQ}),

Como {t*} é uma base de N (T), dim N (T) =
Uma base para Z(T):
Como {1,t,t*} gera P, tem-se
(M) =L{T ), T#),T()}) = L({=2,-2t,0}) = L({-2,-2t}).

Uma vez que o conjunto {—2, —2t} ¢ linearmente independente e gera Z (T'), entao {—2, —2t} ¢ uma
base de Z (T), tendo-se dimZ (T') = 2.
Como dim Py = 3, tem-se Z (T') # Pa, pelo que T' nao é sobrejectiva.

(iv) (a) Resolva, em Py, a equagao diferencial linear t?p” (t) — 2p (t) = 2 — t.

Como
2 -2 0 0
-1 | eC(M(T;B;B))=C 0 -2 0 ,
0 0O 0 O
uma vez que
2 -2 0 0 -1
-1|=|0 =20 51,
0 0 0 0 0

1
entdo —1 + 575 é uma solugao particular da equagao diferencial linear t?p” (t) — 2p (t) = 2 — .

Como a solugao geral de t?p” (t) — 2p (t) = 2 — t ¢ dada por:
(Solugéo particular de t*p” (t) — 2p (t) = 2 — ) + (Solugao geral de t*p” (t) — 2p (t) = 0)

e como a solugao geral de t?p” (t) — 2p (t) = 0 é dada por

=L{{t"}).

entao a solugao geral de t*p” (t) — 2p (t) = 2 — t ¢ dada por:
1 2 1 2
—1—|—§t+L({t}): —l4gt+at®acRy.
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(b) Resolva, em Py, a equagao diferencial linear 2tp’ (t) — 2p (0) = 2 — t.

Seja Ty (p (1)) = 2tp’ (t) — 2p (0), em que p (t) = ag + at + ast?, com ag, ar, as € R.
Logo
Ty (p (1)) = 2tp' (t) — 2p (0) = 2t (ay + 2ast) — 2a9 = —2ag + 2a,t + 4ast®

Como
-2 0 0
M(T:B;B) =| 0 2 0],
0 0 4
uma vez que Ty (1) = =2, Ty (t) = 2t, Ty (t*) = 4¢*, onde B = {1,t,t*} ¢ a base canénica (ordenada)
de 772
Logo
ao 2
20p (1) = 2p(0)=2—-t & T1(p(t) =2—t & M(T;B;B)| a1 | =]| -1 | &
a9 0
Qo 2
& ap | = (M(Ty;B;B)"" | -1
M(T1;B;B) ¢ invertivel
Q9 0
a 2007 2 -1 00 2 -1
Sla|=]0 20 -1|{=]0 30 -1 | =1 -3
as 0 0 4 0 0 0 3 0 0

Isto é, a solugao geral de

Verificagao:

(o1 - L) = 11t,2 1= L) 2o 1+2—2t
! 2 ) 2 2 ) 2 o

Nota importante: Como
dim N (T3) = dim N (M (Ty; B; B)) =0

entao T ¢é injectiva e tendo-se
dim = dimN(Ty) + dimZ(Ty) = dim Z(Ty),

R3
~—~
espaco de partida

entdao Z(T1) = R?, isto &, T} é sobrejectiva e uma base para Z(T}) é por exemplo

B= {1t}
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a base canénica (ordenada) de Ps.

Cailculo alternativo de uma base de Z(T3):
Seja p (t) = ag + at + ast?, com ag, ay, ay € R. Como

T1 (p (t)) = T1 (CL() + (Ilt + a2t2) = 2tp, (t) — 2p (0) = —2a0 + 2a1t + 4a2t2

entao
I(h) ={Ti (p(t)) : p(t) € Po} = L ({—2,2t,41°}) .
Como {1,t,t*} gera P, tem-se
I(M)=L{T@Q),T@®),T(¢*)}) =L ({-2,2t4t*})
e sendo o conjunto {—2,2t, 4%} linearmente independente entao
{-2,2t,4¢°}
é uma base de 7 (T}), tendo-se
dim = dimN(T}) + dim Z(T}) = dim N(T}) + 3 & dimN(T}) = 0,

]RS
~—~
espago de partida

isto &, T} é injectiva.

31. Seja U o subespago das matrizes simétricas de Mays (R), isto &,
U:{AEM2><2<R) A:AT}
Considere a transformacao linear T : U — U definida por

T(A) = AB + BA

} € U, com a,b,c € R. Tem-se

RV bR bl I R e ey

Logo, a expressao geral de T': U — U ¢ dada por:
T a b B 2b a+c
b ¢ lat+c 20 |°
(ii) Determinemos uma base para U e a matriz que representa 7' em relagao a essa base.
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Seja A € U. Tem-se

-

=<
com a,b,c € R. Como o conjunto

Sl

a b
b ¢

1
0

10
0 0

il

0
0

]

0 1
10

01
10

0 0
01

J+]
)

|

0 0
01

Il

gera U e é linearmente independente, entao B é uma base de U. Por outro lado, como

t(los]) = Loallvol-laa]lool=[v0]-
TR

([vel) = rallv ol Lna]lh o] =[a -
SR

lon]) = Lovllvol-laa]lo v]=[vs]-
BN

entao a matriz que representa 1" em relacao a base B é dada por:

N O N

M (T;B;B) = [

o = O

(iii) Uma base para N (T):

o 02 0 101
N(M(T;B;B))N({l 0 1])1\/([0 2 0])L<{(170, 0y,
02 0 00 0
entdio
N(T):{A: {Z ]EU:(a,b,c)eL({(l,O,—l)})}:L({{(1) _01“)
Como {[é Y|} 6 uma base de A7 (7). dim A (T) = 1. Logo, T nfio & injectiva, uma. vez que
dim N (T) # 0.
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Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7):

N(T) = {A::Z i:GU:T(A):{g 8”:
e P R P e PR
- {a=ln Jer 2= [0 o) -
— {A::Z i_eU:%:o e a+c:0}:
el e (L0 1) -+ AT

Como { [ (1) _01 } } ¢ uma base de N (T'), dim N (T) = 1.

Uma base para Z(7):

10 0 1 00
Como{{o O]’[l 0 ’[O 1}}geraU,tem—se

|
s = o({r([08]) ([0 0D (8 4))-
- e({[ Vo] o8] [1a]})-
(sl eel))
(1] } , { g (2) } } ¢ linearmente independente e gera Z (T'), entio
o llie]}

é uma base de Z (T'), tendo-se dimZ (T") = 2.
Como dim U = 3, tem-se Z (T') # U, pelo que T nao é sobrejectiva.

Uma vez que o conjunto { {

(iv) Resolva, em U, a equagao linear T'(A) = B.

Como . ) )
Vol=la e v el et (5 1))
— + 2 :T 2
{1 0 0 % 10 10 0 % 0 %
10
entao [ (2] 1 } ¢ uma solugao particular da equagao linear T'(A) = B.
2
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Como a solucao geral de T (A) = B é dada por:
(Solugao particular de T'(A) = B) + (Solucao geral de T (A) = 0)

e como a solugao geral de T'(A) = 0 é dada por

an-s({[3 S 1)

entdo a solugao geral de T'(A) = B é dada por:
10 1 0 s+a 0
2 _ 2 .
o]l Sl e eemy

32. Considere a transformagao linear T : Mays (R) — P3 cuja matriz M (T; By; By) que a
representa em relacao as bases ordenadas

s={[i s} [o ][0T

de Mays (R) e By = {1 +t,t+ %>+t 13} de P3 ¢ dada por

1111
ey |01 11 .
MT:BiB) =1 g g 1 1 ®)
0001
(i) Seja [ Z Z € My (R), com a,b,c,d € R. De (*), tem-se
S
(|1 0]) = 1+
(1 1] 2 2
(|, 1 = 1+t+t+0=142t+1¢
T(? 1) = 1+t+t+++8=1+2t 427 +1°
T(} ?) = 1+t+t+2+2+2+8=1+2t 42 +28°
CcOo1mo
(10 __1'11“+1'11'_g'01'+1'10'
00 3[10] 3|01 3[11] 3|11,
[0 1 __1'11'+1'11'+1'01'_g'10'
00| 3[10]"3[01) 3/11] 3|1 1]
[0 0 __1'11'_3'11'+1'01'+1'10'
1 0]  3[{10| 3|01] 3|1 1] 3[11
(00l _ _2fr 1] 11 1) 1fo 1) 1710
01 3|10 3101 311 1 3111

ot
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enfhz $Dieer (3 4 oo ([3 2] wer([2 8]) - ([22]) -

1+2t+2t2+2t3)> +

Wl

1+ 2t 4262+ ¢%) +

Wl N

142t +1t%) —

(T42t+¢%) + < (1+2t+ 28 +¢%) — (1+2t+2t2+2t3)> +

~—~

1+2t4+1%) + - (1+2t 4262 + %) +

~—~

( (
L 2
3 3
e L
3 3

1+2t+2t2+2t3)) +

(142t +2¢% + 2t3))

Ll

(1+2t+t2)+%(1+2t+2t2+t3)+

1 1, 1 1 1, 1 1 1 2 1 4 5
—al=+=t—=t* ) +b( =+t — =t -1 ot S B ) Fd | s+t PP =
a<3+3 3 )+ <3+3 3 )+c(3+3 + 3t )+ (3+3+3 + )

11, 1 1 1 1, 2

B 1 1.1 4 5\ .o 3
—3a+3b+3c+3d+(3a—|—3b+3c+3d)t—l—< 3% 3b+3c+3d)t +(=b+c+d)t

Logo, a expressao geral de T': Mays (R) — P53 é dada por:

a b 1 1. 1 1 1 1 1 4 1 1 2 5 5 3
T = —at=btct—dt(=a+ b+ zc+-d|t+{—ca— b+ Zc+=d ) >+(- .
<{ }) 3a+3b~|—3c+3d~l—<3a+3b+30+3d) +( 3¢ 3b+30+3d) +(=b+c+d)t

(ii) Como a transformagao linear 7' : Moo (R) — Ps é invertivel, pois M (T'; By; By) é invertivel
entdo T ¢ linear e bijectiva, isto é, 7' ¢ um isomorfismo. Sendo 7' um isomorfismo, 7! também &
um isomorfismo.

Determinemos a expressao geral do isomorfismo 77!, isto ¢, determinemos

T_l ((IO —|— alt —|— a2t2 + 6L3t3) .

Primeiro determinemos M (7T'; BS, ; BS), onde

- {10 [0 22 0)

= {1,t,t*,¢*}
sado respectivamente as bases canénicas de Moy (R) e de Ps.
Tem-se
1101
1 110
SBi-Bio = | 1 0 1 1
0111
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1000
1100
SeB5= | o 1 1 ¢
001 1

Logo, a matriz que representa 7' em relacao as bases B5., e BS é dada por:
) 2% 2 3

1
M(T; Byyo; B3) = Sp,—5; M (T'; By; By) <Sl’>’1—>35x2) =

1r000][t111]7[1101]"
1100|0111 ]|1110]|
o110 0011 1011 N
0011|000 1][011T1
-1 1 1 _27 [ L 1 1 17
3 3 3 3 3 3 3 3
1111 101 2 1 1114
1222 3.3 3 3 508 803
0122 21 o1 1 |1 12 s
0012 3 3 3 3 3 3 3 3
1 2 1 1
L5 5 5 5] L0 -1 11

Note que a expressao geral de T obtida na alinea (i) pode ser obtida através da matriz
M(T; BS,.,; BS) anterior:

as coordenadas de T’ <[ “ [2 ]) na base B sao dadas por

b

[ L L1 17

3 3 3 3
a 101 1 4 a %a—l—%bjLéc—l-%d
b 3.3 3 3 b sa+3b+sc+3d
M(T: B¢ .- B¢ — — 3 3 3 3
( » 2% 2 3) c 112 s c %C—%b—%d—l—%d

d 3 73 3 3 || c—b+d

| 0 -1 1 1 |

Logo

a b 1 1 1 1 1 1, 1 4 1 1, 2 5
T = —at+=bt-ct=d+|ca+ b+ -c+-d|t+|—sa— b+ -c+ =d ) t*+(-b d)t*
Qb CD gatzbtgets +<3a—|—3 +3etg ) +( 30~ 30t 3ctg ) +(=b+c+d)

Seja p (t) € Ps, isto &, p (t) = ag + a1t + ast? + ast®, com ag,ay, az, a3 € R.
Atendendo a que as coordenadas de T (ag + ait + ast® + ast®) em relagdo a base BS,, sao
dadas por:

ao -1 2 -2 1 Qo 2&1 — ag — 2(12 + as
o aq . 2 —1 1 -1 aq . 2a0—a1+a2—a3
(M(T’ B2X27 83)) (05} N 3 —2 1 0 (05)) N 3@0 - 2@1 + ao
as -1 1 0 0 as ay — Qo



tem-se

i 10
T 1(a0+a1t+a2t2+a3t3) = (2a1 — ap — 2ay + a3) [ 0 O}ﬂL

0 1 0 0 00
+(2a0—a1+a2—a3){0 0}‘1‘(3@0—2&14-&2)[1 0]-1—(&1—@0){0 1]:

. 2&1-(10-2@2"—(13 2a0—a1+a2—a3
o 3a0—2a1+a2 ay — Qo '

Ou seja, a expressao geral do isomorfismo T~ : Py — Mas (R) é dada por:

71 (ao+a1t+a2t2+a3t3) — [Qal—ao—2a2+a3 2a0 — aj + as — as ]

3ag — 2a1 + a9 ai — ag

Tem-se de facto:
T™'oT = [M2><2(R) € ToT™ = IPS'

(iii) Atendendo & alinea anterior, a solugao geral da equagao linear

T([“ b D — 142t + 3t 1 43
c d

é dada por:

c d

a bl _ . o a3y |4-1-6+4 2-243-4] [1 -1
{ }_T (142t +3¢ +4t)_[ 5413 51 =15 1 |

33. Seja U o espago linear das funcoes reais de varidvel real duas vezes diferencidvel. Considere
a transformacao linear T': U — U definida por

T(f)=r1"-2f+"
Considere o subespago S ={f e U : f"—=2f' + f =0} de U.

(i) Mostre que o conjunto {e’,te'} ¢ uma base de S. Sugestao: Mostre que se f € S, entao
f (t) e~ é um polinémio de grau menor ou igual a 1.
Seja f € S. Como

(f@) e = (fOe'=f@e’) = e’ —fte'=f e +ft)e’ =
= (f"®) -2t +f@)e’ =0

fes

entao existe ¢ € R tal que para todoot € R
(f () e_t)/ =c.
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Assim, existe d € R tal que para todo ot € R
fMet=ct+dePr=L{1t}).

Logo
f@t)eL({ete}).

Tem-se assim:

S=1L ({et,tet}) ,

onde o conjunto {e’,te'} é linearmente independente uma vez que o conjunto {1,¢} é linearmente
independente.
Logo o conjunto {e, te'} é uma base de S.

(ii) Mostre que dados a,b € R, existe uma unica fungao f € S tal que f (0) =a e f'(0) = b.
Sejam a,b € R. Sejam f, g € S tais que

f(0)=g(0)=a e f(0)=g(0)=0.
Como S = L ({e, te'}), existem ay, ag, 51, 35 € R tais que
f(t)=aie’ + Bite" e g(t) = age’ + Byte’.
Como f (0) = g (0) = a tem-se
a=f0)=a1 e a=g(0)=as.

Logo
a1 = 9.

Por outro lado, como f” (0) = ¢’ (0) = b,

b= f"(0) = (alet + Bltet);:(] = (ozlet + B, + Bltet)tzo =ay + 0

b=g (0) = (e’ + ﬁ2tet);:0 = (o€’ + Bye’ + 52tet)t:0 = as+ [y
Assim,
ar+ B = az+ By

e uma vez que o = Qo, entao
By =By
Deste modo, para todo ot € R
f(t) = are’ + Bt = age’ + Byte’ = g (1),

isto é,
f=g9
Pelo que dados a,b € R, existe uma tnica fun¢ao f € S tal que f(0) =a e f'(0) =b.
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(iii) Determine a tnica solugao f da equagao diferencial linear 7' (f) = 1 que verifica f (0) =1

e f/(0)=0.
A fungao identicamente igual a 1: f =1 (f (¢t) = 1,para todo o t € R) é uma solugdo particular
de

[feU:T()=1 e f(0)=1 e f(0)=0}.

Atendendo a alinea anterior, existe uma tnica fungao f € S tal que f (0) = 0e f'(0) = 0. Como

f(t) = ac' + Bte!

0=f(0)=a e 0=[(0)=8

entao

para todo o t € R, é a solucao geral de
(fEU:T(f)=0 ef(0)=0 e f'(0)=0}
Como a solugao geral de
[feU:T()=1 e f(0)=1 e f(0)=0}.
¢ dada por:

(Solugao particular de {f e U: T (f) =1 e
+ (Solugao geral de {f € U:T(f)=0 e f(0)=0

entao a solugao geral de

(feU:T(f)=1 e f(0)=1 e f(0)=0}

é dada por:

para todo o t € R.

34. (i) M(T;B;B) H . ]

(ii) Como M (T; B; B) ¢ invertivel entdo 1" ¢é invertivel e
T(U) = (2’ _3a 37 _2) U= T_l(z, —3, 3, —2)
Como

M(T™';B; B) = [(1) _01 }_1= { _01 H
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entdo atendendo a que as coordenadas de (2,—3,3,—2) em B sao 2 e —3 pois (2,-3,3,-2) =

2v; — 3vq, tem-se que
0 1 2 | | -3
-1 0 -3 | -2

sao as coordenadas de u na base B. Logo
T(u) =(2,-3,3,-2) & u=—3v; —2vy = (—3,-2,2,3),

ou seja u = (—3,—2,2,3) é a tnica solugao da equagao linear T'(u) = (2,—3,3,—2).

(iii) Como
R(1,0,0,0) = R (v1) + R (ws) = v2 = (0,1, —-1,0),

R(O, 1,0,0) = R(Uz) + R(wl) - R(wg) = —V1 = (—1,0,0, 1)7
R(0,0,1,0) = R (w;) — R (ws) = (0,0,0,0)

R(0,0,0,1) = R (w2) = (0,0,0,0)

entdo, sendo B, a base canénica de R,

M(R; B.,B.) =

o O O O
o O O O

0
-1 0
0 1

pelo que

R(u) = (2,-3,3,~2) & M(R; B., B.)u [
{(=3

suc{(abecdcR: —b=2 a=-3, c,dc R} = —2,¢,d) : ¢c,d € R}.

Isto é, a solucao geral de R
(u) =(2,-3,3,-2)

{(=3,—-2,¢,d) : ¢,d € R}.

-1 0 2 -1 0 2
35. a) N(T) =N (M(T;B.;B")) =N 1 13 =N 0 15 =
4 2 2 0 00

{(z,y,2) ER*: =z +22=0 e y+52=0} = {(22,-52,2) e R*: 2z e R} = L ({(2,-5,1)}).

Como o conjunto {(2,—5,1)} gera N (T') e é linearmente independente entdo é uma base de N (T').
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Logo dim N (T) =

b) Como B, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} gera R3, tem-se
T(T) = L{T(1,0,0),T(0,1,0), T (0,0,1)}).

Atendendo a que

T(1,0,0) = —(1,1,0))+1(1,—1,1) +4(0,1,1) = (0,2,5),
T(0,1,0) = 0(1,1 )) 1(1,-1,1)+2(0,1,1) = (1,1,3),
T(0,0,1) = 2(1,1,0)) +3(1,—1,1)+2(0,1,1) = (5,1,5)

e dimZ (T) = car M(T; B.; B") = 2, tem-se
(1) =L({(0,2,5),(1,1,3),(5,1,5)}) = L({(0,2,5), (1,1,3)})

uma vez que {(0,2,5),(1,1,3)} é linearmente independente, ¢ assim uma base de Z (7).

c) Atendendo a alinea anterior, tem-se

T 015 T
T(x,y,2) = M(T;B;B.) |y |=|211]||y]|=
z 5 3 5 z
= (y+52,20 +y+ 2,520 + 3y + 5z),

para todo (z,y, 2) € R3.

36. a) Como B = {1,t,t*} gera P, tem-se

IZ(T)=L({T(1),T(t),T(¢*)}) =L({1,4t}).
Como {1,4t} é linearmente independente e gera Z (7)), é assim uma base de Z (T'), tendo-se
dimZ (T) = 2.
Como
dimN (T) = dimN (M (Ty; B; B)) = nul (M(Ty; B; B)) =3 —car (M (T1;B; B)) =3—-2=1#0
entao 7' nao é injectiva.

1 1 1
b) Tu(p(t)) = sH2Ae (' (1) = 52 (t (ap + art + agt?)') = sH2Ae

1 1 1 1 1
@al—l—4a2t:§+2t©(a1:§, az=5 e a0€R>@p(t)€{§t+§t2}+L({1}).
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37. a) Sendo B = {1,t,t*}, como T(1) =2, T (t) = —t e T (t*) = —2t* entao

M (T;B; B) =

b) Como {1,t,1?} gera P,, tem-se
I(T)=L({T(1),T@®),T(#*)})=L({2,-t,—2t}) =L ({L,t,*}) =P,
e dimZ (T) = 3, uma vez que {1,¢,¢*} é uma base de Z (T) (contradominio de 7). Como
3=dimPy; = dimN (T) + dimZ (T) = dim N (T) +3 < dimN (T) =0

entao 7' é injectiva.

. a)
" N(M(T;Bl;Bz))zN({EQ _42 _12]):”({(1) _02 H):

= {(x,y,z) €R3:x—2y—|—z:0}: {(Qy—z,y,z) GR?’:y,ZGR}.
Logo
N(T) ={(2y —2) (1,0,1) +y(0,1,1) + 2(1,1,0) : y,z € R} =

={2y,y+23y—2):y,z€ R} =L({(2,1,3),(0,1,-1)}).

Como o conjunto {(2,1,3),(0,1,—1)} gera N (T) e ¢ linearmente independente entdao é uma base
de N (T).
Logo dim N (T') = 2. Como

dimR? = dim N (T) +dimZ (T) © 3 =2+ dimZ (T) < dimZ (T) = 1
entdao Z (T') # R3 e como tal T nao é sobrejectiva.
b) Como
1 1 13
7(1,0,1)=1(1,-1)+(-2)(1,1)=(-1,-3) T <—§,O, —§> = (5, 5) ,

13
a solugao geral de T' (z,y, z) = (5, 5) ¢ dada por:

{(x,y,z) ER®: T (z,y,2) = Gg)} - {(—%0—%)} LN(T) =

1 1
= {(_5707_5) +S(27173>+t(0717_1):87t€R}'
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39. a) Como
dimZ (T3) = car (M (Ty; B2; B)) =2 = dim P,

entao T é sobrejectiva e assim a base canénica B> = {1,t} de P; é uma base para o contradominio
de TQ.

b) Como

vmorssg) = v s es = | 2 [T 3] = [0 8]

¢ invertivel, entao T o Ty é invertivel e

1 3 0 = 0
M ((Ty o T») ;33;63):{0 3} :{8 %}
Além disso
1 0 ap lCLU —1 1 1
3 — 3 — _ _
{ 0 1 ay T |7 (TroTy) (a0 + art) = ga0 + gant

———
=M ((T10T5) ™" ;82;8%)

pelo que a solucao de
(TyoT) (p(t) =3+ 3t

é lnica e dada por
p(t) = (TyoTy) " (3+3t) =1+t

40. a) Seja B = {senz, cosz, e’} uma base ordenado de U, uma vez que por um ex® da ficha 4
o conjunto anterior ¢ linearmente independente. Entao

0 0
M((T;B;B)y=[1 0 0
0 0 1

uma vez que
T (senz) =cosz, T (cosx)=—senzx, T (%) =e".

Logo
N(T) = {0}

e portanto 7T’ é injectiva.

b) Como
U= L ({senz,cosz,e’})

T (senz) =cosx, T (cosx)=—senzx, T (%) =¢€"
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entdao T (U) C U.
c) {senzx,cosx,e”} é uma base para U.

d) Como
T (—cosx +€*) =senz + ¢”

e N (T) = {0} entdo a solucao geral da equagao linear

T (f(z)) =senz + "

{—cosx +e"}.

41. M (T;By;Bs) é do tipo 2 x 2 e car M (T'; B1;By) = 2 logo T' é invertivel e

M(Tl;Bz;&)[”: {; j]l“]:

g ERIIE Y
entao _ -
00 = | § 5| em0-m(]7 5]) e
<:>p(t);0(1—i_-t)+(—1)(1—t):—1—|—t.
Logo, a solugao geral de T'(p(t)) = ? ; é

{—1+1}.

42. (i) Como B ¢é base de P, entao

I(h) = LD (1-#),i(1-1),Ti(2-1)}) =
= L({(1,-1,0),(0,1,-1),(1,0,-1)}) =
= L({(1,-1,0),(0,1,-1)}).

Como {(1,-1,0),(0,1,—1)} ¢é linearmente independente entdo dimZ (71) =2 e

dim N (T}) = dim Py — dimZ (T}) =3 —2=1#£0

logo 77 nao é injectiva.
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(if)
M (Ty; Be; BY) = M (T1; B; BY) Sp,—5 =

1 0 1 1 1 217" 1 1 0
= -1 1 0 0 -1 -1 = -1 -2 0
0o -1 -1 -1 0 0 0 1 0
Como
ao 1 1 0 ag ag + ax
M (7—‘]_7 Bc, Bg) ay = -1 -2 0 aq = —ag — 2(11
as 0 1 0 as ay
entao
T1 (ao + at + Clgtz) = (CLO +ai, —ag — 2@1, G1> s
para todos os ag, a;,as € R3.
(iii)
. . 2 -1 1 .
dimZ (Ty) = dim C (M (Ty; By; By)) = car [ 1 1 9 } =2=dimP;

logo T5 é sobrejectiva.

(iv)
M (Ty; B2; Bs) = M (T5; B1; B2) Spz g, =
-1
_[2 1 1} oo _{1 2 _1]
e 12 0
logo
M(T2 o Tl;Bc;Bz) =M (T2;B§aBQ) M (Tl;Bc;Bg) =
_{1 2 —1} _11 _12 8 _[—1 —4 01
1 2 0 0 1 o0 -1 -3 0
Como
(o) =LA -0+ (=) A+1), (=) A -1+ (=3) 1 +1)}) =
=L{{-2,-7T+1})
e {—2,—7 +t} é linearmente independente entdo {—2, —7 + t} é uma base para Z (Ty 0 T}) .
Como

-1 —4 0

N (M (Ty o Tu: Bu: Ba) :N[ ! } — L({(0,0,1)})

0 1
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entdao uma base para N (T, o T}) é por exemplo: {t*}

(v) Como

t=—5(=2)+(-T+1) =

T T T (1) + (T o Ty (1) -
= (Ty o Th) <—; —O—t)

entdo a solugao geral de (To 0 T1) (p(t)) =t ¢ dada por:

7
{—§+t+at2:a€R}.

43. a)
N(Ty) = {(a:,y, z,w) € R : Ty(w,y, 2, w) = 0+Ot+0t2} =

={(2z,2w, z,w) : z,w € R} = L({(2,0,1,0),(0,2,0,1)})

e como {(2,0,1,0),(0,2,0,1)} é linearmente independente é entdo uma
base para N (T}).

b) Como dimZ(T;) = dimR* — dim N (T}) = 2 # 3 = dim P, entdo T} nio é sobrejectiva.
Resolugao alternativa:

(1) = {Tl(:c,y,z,w) c(z,y,z,w) € R4} =
= {—x+2z~|—(—y—|—2w)t+(9§—22)2':By,szR}:
{z(-1+8)+y(-t)+2(2-2%) +w(2) 1 z,y,z,w ER} =
= L({-1+7 t2—2t2 2t}) =L ({-1+t*,—t})

e como {—1+t* —t} ¢ linearmente independente ¢ entdo uma base para Z(T}). Logo
dimZ(T1) =2 % 3 = dim Py

e entao 7} nao é sobrejectiva.

c¢) Como T1(1,0,0,0) = —1 + ¢, entdo, a solugao geral de
Ty(z,y, z,w) = —1 + t*
¢ dada por:
{(1,0,0,0)} + M(T1) = {(1 4+ 20,25, a, ) : 0, B € R}
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Resolucgao alternativa:
Ti(z,y,z,w) = -1+t & (—2+22=-1 e y=2w).

Logo, a solucao geral de
Ti(z,y,z,w) = —1 + ¢

é dada por:
{(1+22,2w,z,w) : z,w € R}.

d) Seja B = {wy, wy, w3}. Tem-se
ws =T1(1,0,0,0) = =1 +1* e wy—ws=1T1(0,1,0,0) = —
Logo wy = —1 —t + t* e w; tem que ser tal que {w;, —1 —t + 1%, —1 + t*} seja uma base

ordenada de P;. Assim, uma base ordenada de P, nas condi¢oes do enunciado poderd ser B =
{1,-1—t+, -1+ }

44. Como L ({(1,-2,0),(—1,0,1),(0,1,—1)}) = R3 e T & linear entao
I(T)=L({T(1,-2,0),T(-1,0,1),T(0,1,-1)}) =L ({-1+*,—t —*,—t*})
e sendo {—1+ t%, —t — t?, —t*} linearmente independente ¢ entao uma base para Z (T') tendo-se
dimZ (T) = 3 = dimR?
pelo que T' é sobrejectiva. Além disso, como
dimR? = dim N (T) + dimZ (T) < 3 = dim N (T) + 3 & dim N (T) =
entao T ¢é injectiva. Logo T ¢ bijectiva e a equagao linear T(x,y,z) = 1 + ¢ + t* terd uma unica
solucao.

Por outro lado:

1+t+¢* = (-1) (- 1+t2) —1) (=t — %) + 1)(—t2)—
= (=DT(1,-2,0)+ ( DT (=1,0,1) +(=1) T (0,
= T(( 1)(17_270) (_1>(_17071) ( 1)(0717 1))

Logo (0,1,0) é uma solugao particular de T'(x,y,2) = 1 +t + t? e atendendo a que T ¢ injectiva, a
solugao geral da equagao linear T'(z,y, z) = 1+t + t? ¢ dada por: {(0,1,0)}.

-1) =
=1T(0,1,0).
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