Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 2° semestre 2017/2018
Matriz de mudanca de coordenadas e transformacoes lineares

1. Sejam
B ={(1,2),(0,1)} e By={(1,1),(2,3)}
duas bases ordenadas de R?. Seja v = (1,5).
(i) Determine as coordenadas de v em relagao a base Bj.
(ii) Determine Sg,_.5,.
(iii) Determine as coordenadas de v em relacao a base By, usando as alineas anteriores.
(iv) Determine, directamente, as coordenadas de v em relacao a base Bs.
(v) Determine Sg, .5, -
(vi) Determine as coordenadas de v em relagao & base By, usando a alinea anterior, e

compare com o resultado obtido em (i).

2. Sejam B; = {v1,v2} € By = {wy, w,} duas bases ordenadas de R?, onde

v = (1,2), vy =(0,1).
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Suponha que

Determine B,.
3. Sejam By = {vy,v5} e By = {wy,wy} duas bases ordenadas de P, onde
wy =—1+1t, wy=1+t.
Suponha que

2 3
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Determine B;.

4. Sejam By = {v1,vs,v3} e By = {w1, wy, w3} duas bases ordenadas de R3, onde
v =(1,0,1), v =(1,1,0), vs=(0,0,1).

Suponha que

Determine Bs.
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Sejam

{382 L3 )
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duas bases ordenadas de Msyy2(R). Determine Sg,_.p, e utilize-a para determinar as

coordenadas do vector [ ! } em relacao a base Bs.
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Seja B = {v1,v2} uma base ordenada de P;. Sejam (1, —1) e (2,2) respectivamente as
coordenadas de dois polinémios 1 +¢ e 1 — ¢ em relagao a base B. Determine B.

Sejam By = {v1,v9} € By = {wy, wy} duas bases ordenadas de P;. Suponha que (1, —1)
e (2,2) sao respectivamente as coordenadas de um polinémio p (t) em relagao as bases
Bj e B,. Suponha ainda que (1,1) e (2, —2) sao respectivamente as coordenadas de um
polinémio ¢ () em relagao as bases By e By. Determine Sp, .5, .

Seja Py = {p(t) = ap + ait + ast? : ap, a1, as € R} o espaco linear real dos polinémios
reais de grau menor ou igual a 2. Seja

B={t—t*-2+2t}
uma base ordenada de um subespaco U de Ps.

a) Determine as coordenadas do vector 1 — 2 na base B.

b) Determine a base ordenada B; de U de tal modo que
1 1
saa=[ o ]

V=L{-14+-2+t—1*3-1t}),

determine, justificando, uma base para U NV

c¢) Sendo

Considere o seguinte subespaco linear de Ps:
V=L({1-t1-1t}).
Sejam By e By duas bases ordenadas de V', com

By ={1—-t1-1¢}.

-1 2
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Determine as coordenadas do vector 1 — ¢t em Bs.

Considere ainda

Sejam a,b € R. Considere a aplicagdo T, : R — R definida por T, () = ax + b.
Determine os valores de a e de b para os quais 15 ¢ linear.
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Diga quais das seguintes transformagoes sao lineares. Determine para cada trans-
formacao linear a correspondente matriz que a representa em relacao as respectivas
bases canénicas (ordenadas). Determine também, se possivel, para cada uma dessas
transformagoes lineares, bases para o micleo NV (T) e para o contradominio Z(7'), bem
como as respectivas dimensoes (de N (T') e de Z(T')). Diga ainda quais s@o injectivas,
sobrejectivas e bijectivas.

(i) T:R? - R? com T(x,y) = (z+2y,3z —y).

(i) T:R? - R? com T(z,y)=(1—y,2x).

(iii) 7:R®* - R® com T(z,y,2)= (z,2x, —x).

(iv) T:R* - R? com T(z,y,z) = (0,0).

(v) T:R* >R com T(z,y) = —3z.

(vi) T:R* - R3 com T(z,y,2) = (0,—1,2).

(vii) T:R - R?® com T(z)= (2z,0,—x).

(viii) 7:R3> - R? com T(z,y,2) = (22 —y,2y).

(ix) T:R* -5 R? com T(z,y,z,w)=(z—1y,3w).

(x) T:R®*—=R* com T(x,y,2) = (—z,y — 22,2y, y + 2).
(xi) T:R — R? com T(z)=(0,0).

(xii) T:R* - R3 com T(z,y,2) = (v + 2y,32,2 — 2).
(xiii) T: R®* - R?® com T(z,y,z2) = (z,vy,2).

(xiv) T': P, = Py com T(p(t))=2p(l—1t)—tp' (1),
onde Py = {ag+ art + ast? : ag, ay,as € R} e p’ é a derivada de 1* ordem de p.
(xv) T : P, = P, com

T(p(t)=p0)—p(=1)+ (=D +pQ)t+ (p(=1) —p(1) — 2p(0)) ¢*.
(xvi) T : Py — Mayxs (R) com T(p (1)) = {p(l) p(0) ]

(xvii) T : Mays (R) = Moy (R) com T(X) = tr(X)

— N

Resolva ainda a

equagao linear T'(X) = [ :; :? }

Determine para cada transformacao linear a correspondente matriz que a representa
em relagao as respectivas bases canonicas (ordenadas).

(i) Tp : R? - R? com Ty(z,y) = (xcosf — ysend, zsend + ycosh), 6 € [0,27].
Rotagao de amplitude # em torno da origem e no sentido contrario ao dos ponteiros de
um reldgio. Verifique ainda que se tem Ty o T, = Ty, e (T} 9)_1 =Ty.

(ii) Tp : R* - R® com Ty(z,y,z) = (z,ycosh — zsenl,ysend + zcosh), 0 € [0, 27].
Rotagao de amplitude 6 no plano (y, z) em torno da origem e no sentido contrario ao
dos ponteiros de um relégio.
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(iii) 7p : R? —» R? com Ty(z,y) = (zcos260 + ysen 26, zsen 20 — ycos26), 6 € [0, 7.
Reflexao em relagao a recta que passa na origem e que forma um angulo de amplitude
f com a recta y = 0.

(iv) Tp : R? — R? com Ty(x,y) = (zcos?f + ysent cosf,zsenf cosb + ysen? ),
0 € [0,7[. Projecgao sobre a recta que passa na origem e que forma um angulo de
amplitude 6 com a recta y = 0.

(v) T:R? - R? com T(z,y) = (z + ky,y). Deslizamento em R? na direc¢ao z e de
razao k. Esboce a figura T (U) onde U é o quadrado unitério {(z,y) € R? : 0 < z,y < 1}.
(vi) T:R* - R? com T(x,y) = (z,y+ kz). Deslizamento em R? na direccao y e de
razao k. Esboce a figura T (U) onde U ¢ o quadrado unitario {(z,y) € R? : 0 < x,y < 1}.
(vii) T: R* - R? com T(z,y) = (kz,ky), com k € [0,1[. Contragdo em R? de razao
k. Esboce a figura T (U) onde U ¢é o quadrado unitdrio {(z,y) €e R?: 0 < z,y < 1}.
(viii) T : R? - R? com T(z,y) = (kx,ky), com k > 1. Dilatagao em R? de razao k.
Esboce a figura T' (U) onde U é o quadrado unitdrio {(z,y) € R?: 0 < z,y < 1}.

(ix) T : R? - R? com T(x,y) = (kx,y), com k € [0,1[. Compressao em R?
na direcgdo x e de razao k. Esboce a figura T'(U) onde U é o quadrado unitério
{(y) eR?:0<a,y <1}

(x) T:R? - R? com T(x,y) = (kz,y), com k > 1. Ampliacdo em R? na direcgao z e
de razao k. Esboce a figura T (U) onde U é o quadrado unitério {(z,y) € R?*: 0 < x,y < 1}.

Considere a transformacao linear T : R?* — R3 que em relacdo & base canénica (orde-
nada) B2 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R? & representada pela matriz

1 21
M(T;B%B) =11 10
2 -1 0

Determine a expressao geral de T', isto é, determine T'(x, y, z) para qualquer (z,y, z) €
R3. Determine, se possivel, bases para o nicleo N (T') e para o contradominio Z(T'),
bem como as respectivas dimensoes (de N (T) e de Z(T)).

Considere a transformacao linear T : R® — R3 definida por
T(':Ea Y, Z) - (2y7 y—x, —Zl'f)
Determine a matriz M (T; B; B) que representa T' em relagdo a base ordenada

B={v,v5,v3} de R® com v; =(1,0,—1), vy =(1,2,0), wv3=(—1,1,1).

= {[o o) [0 o] [V ][0 1]}

a base canénica (ordenada) de Mayo(R). Considere a transformacao linear

S Myya(R) — Mayo(R) definida por S(A) = AT,

Seja

Determine a matriz M (S; B>*?; B>*2) que representa S em relagao a base canénica
(ordenada) B?*2.
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Considere a transformacao linear 7' : R? — R3 que em relagao as bases ordenadas
Bl = {ul,u2} de RQ (§ BQ = {U17U27U3} de Rg com

Uy = (17 1)7 Uy = (27 _1)7 U1 = (1707 1)7 Vg = (17 172)7 Vg = (07 ]-7 _]->7

é representada pela matriz

M(T;By; By) = | —

W ==
O = DN

Considere ainda as bases ordenadas B; = {u},uy} de R? e By = {v},v5,v;} de R? com
uy = (L0), up=(L1), v =(100), v=(110), vy=(L11)

(i) Determine as coordenadas do vector T'(—1,2) na base Bs.
(ii) Determine as coordenadas do vector (—1,2) na base Bj.
(iii) Determine as coordenadas do vector T'(—1,2) na base B.

(iv) Determine, se possivel, uma base para o nicleo N (T'). Determine a dimensao de
N(T). Diga se T & injectiva.

(v) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z (7). Determine a dimen-
sao de Z(T). Diga se T é sobrejectiva.

(vi) Determine a expressao geral de T, isto é, determine T'(z,y) para qualquer (x,y) €
R2.

(vii) Determine a matriz M (T; By; B,) que representa T em relacio as bases ordenadas
B, e B,.

Considere a transformacao linear T : R® — R? definida por

(i) Determine a matriz M (T; B3; B%) que representa T' em relagao as bases canénicas
(ordenadas) B2 e B2 de R? e R? respectivamente.

(ii) Determine, se possivel, uma base para o micleo N (T'). Determine a dimensao de
N(T). Diga se T é injectiva.

(iii) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z(7"). Determine a di-
mensdo de Z(7T'). Diga se T' é sobrejectiva.

(iv) Determine a solugao geral da equagao linear T'(x,y, z) = (1,1).

(v) Considere a equagao linear T'(z,y,z) = (a,b). Verifique se existe algum vector
(a,b) € R? para o qual essa equagao seja impossivel.

(vi) Considere a equagao linear T'(z,y,2) = (a,b). Verifique se existe algum vector
(a,b) € R? para o qual essa equagao seja possivel e determinada.
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Considere a transformagao linear T : R? — R? cuja matriz M (T'; B%; B®) que a repre-
senta em relagdo & base canénica (ordenada) B2 de R? ¢ dada por

M(T; B2 B2) =

O N =
O N
[NCRETEN \V)

(i) Determine a expressao geral de T, isto é, determine T'(z,y,z) para qualquer
(z,y,2) € R3.

(ii) Determine, se possivel, uma base para o micleo N (T'). Determine a dimensao de
N(T). Diga se T ¢é injectiva.

(iii) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z(7'). Determine a di-
mensao de Z(7T'). Diga se T' é sobrejectiva.

(iv) Determine a solucao geral da equagao linear T'(x,y, z) = (3, 3,0).

(v) Considere a equagao linear T'(z,y, 2z) = (a,b, c). Verifique se existe algum vector
(a,b,c) € R? para o qual essa equagao seja impossivel.

(vi) Considere a equagao linear T'(z,y, z) = (a, b, c). Verifique se existe algum vector
(a,b,c) € R3 para o qual essa equagao seja possivel e indeterminada.

Considere a transformacao linear T': R? — R? cuja matriz M (T'; B; B) que a representa
em relagao a base (ordenada) B = {vy,v2,v3} de R® com

vy = (1’ 17 1)7 Vg = (L 170)7 Vg = (LO)O)a
é dada por

1
M(T;B;B) = | 2
0

O =~ N

2
4
2
(i) Determine, se possivel, uma base para o niicleo N(T'). Determine a dimensao de

N(T). Diga, justificando, se T' é sobrejectiva e se T ¢ injectiva.

(ii) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z(7"). Determine a dimen-
sao de Z(T).

(iii) Mostre que a equagao linear T'(x,y, z) = (2,4,0) nao tem solugoes.

(iv) Determine 7'(1,1,1) e resolva a equagao linear T'(z,y,z) = (=1, —1, —%)
(v) Considere a equagao linear T'(z,y, z) = (a,b, c). Verifique se existe algum vector
(a,b,c) € R3 para o qual essa equagao seja possivel e indeterminada.

vi) Determine a expressé() eral de 1 5 isto é, determine 1 xT,Y,z) para qualquer
g Yy
(I‘,y,Z) € R?).

Considere a transformagao linear 7' : R® — R? definida por
T(x,y,2) = (x+y+ 2,2 +2y—4z,2).

(i) Determine a matriz M(T;B2; B3) que representa T' em relagao a base canénica
(ordenada) B2 de R3.
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(ii) Mostre que T ¢ injectiva e determine a expressao geral de T~1, isto é, determine
T7(z,y,2) para qualquer (z,y,2) € R3.

(iii) Justifique que 7" é um isomorfismo.
(iv) Determine a solugao geral da equagao linear T'(x,y, z) = (1,1, 2).

SejaBg“:{{(l) 8],[8 (1)},{(1] 8],[8 (1)}}abasecanénica(ordenada)de

2x2(R). Considere a transformagao

T : Mays(R) — Myyo(R) definida por T(X) = AX — XA, com A= [ _01 (1) } .

(i) Verifique que 7' é linear.
(ii) Determine a expressao geral de T'.

(iii) Determine a matriz M (T; B2*?; B2*?) que representa T' em relagao a base canénica
(ordenada) B2*? de Maxs(R).

(iv) Determine, se possivel, uma base para o nicleo N (7T'). Determine a dimensao de
N(T). Diga se T é injectiva.

(v) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z (7). Determine a dimen-
sdo de Z(T). Diga se T é sobrejectiva.

Considere a transformacao linear 7' : R? — R? que em relacao & base canénica ordenada
(B2 = {(1,0),(0,1)}) de R? & representada pela matriz:

2y |10
J\4(T,BC,15’C)_[2 1}.

Justifique que T' ¢é injectiva e resolva a equacao linear T'(z,y) = (1, 2).

Considere a transformagao linear T; : R? — R definida por T} (x,y) = . Seja

1
R R2Y
M (Ty; B:; BY) = { 0 ]
a matriz que representa a aplicacdo linear 75 : R — R? em relacao as bases canénicas
ordenadas B! = {1} e B2 de R e R? respectivamente. Determine uma base para o

nuicleo: N (T 0 T1).

Considere a transformacao linear T' : R® — R? cuja representacao matricial em relagao
as bases ordenadas By = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R® e B, = {(1,1),(0,1)} de R?
¢ dada pela matriz:

T -1 0 -1
Determine uma base para o contradominio Z (T") e diga, justificando, se T" é sobrejec-
tiva.
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Considere a transformacao linear 7T} : R?* — R? definida por
Tl(xmyu Z) = (21; + Y,y + 22)

Considere ainda a transformacao linear T, : R?> — R3 cuja representacao matricial
em relagao a base (ordenada) B = {(2,1),(1,2)} de R? e a base canénica B> de R? ¢
dada pela matriz:

2 1
M(Ty;B;BH =1 1
1 2

(i) Determine uma base para o nicleo N (71) de T3 e diga, justificando, se T} é sobre-
jectiva.

(ii) Determine uma base para o contradominio Z(73) de T, e diga, justificando, se T3
é injectiva.

(iii) Diga, justificando, se se tem N (T}) + Z(T3) = R? e determine a dimensdo de
N(T)) NZ(T3).

(iv) Determine a matriz M (Ty; BZ; B2) que representa T, em relagao as bases canénicas
B2 e B2 de R? e R? respectivamente.

8 8
(v) Determine a solucao geral da equagao (77 o 1) (x,y) = <§, 5) .

Considere a transformacao linear T : R3 — R? definida por:
T (z,y,2) = (0,z+y,z).
Determine, justificando, uma base para Z (T') e diga, justificando, se T" é injectiva.
Considere a transformacao linear 7' : R® — P5 definida por
T(1,1,-1) =242, T(1,-1,1) =t —t> e T(-1,1,1) =2+t + 2> + >
(i) Determine a expressao geral de T, isto é, determine T'(z,y,z) para qualquer
(z,y,2) € R3.

(i) Determine, se possivel, uma base para o micleo N'(T'). Determine a dimensao de
N(T). Diga se T ¢ injectiva.

(iii) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z(7"). Determine a di-
mensdo de Z(7T'). Diga se T' é sobrejectiva.

(iv) Resolva, em R3, a equagao linear T'(z,y,2) = 1+t + % + t3.
Seja A € R. Considere a transformacao linear Ty : R® — P, definida por
Th(z,y,2) =2 —y+ Ay — )t + at’.
(i) Determine, se possivel, uma base para o micleo N (T)). Determine a dimensao de
N(T)). Diga se T) é injectiva.

(ii) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z(7)). Determine a di-
mensao de Z(T)). Diga se T\ é sobrejectiva.

(iii) Considere A = 0 e resolva a equagao linear Ty(z,y,z) = 1 + t2.

8
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Considere o espaco linear Py dos polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou
igual a 2. Considere a transformacao linear T : P, — P, definida por

T(p(t)=p(t)—2p(t),
onde p' (t) é a derivada de primeira ordem de p (t).
(i) Determine a expressao geral de T'.

(ii) Sendo B = {1,t,t*} a base canénica (ordenada) de P,, determine a matriz
M (T; B; B) que representa 1" em relacao a base B.

(iii) Justifique que 7" é um isomorfismo e verifique que a expressao geral do isomorfismo
T-! ¢ dada por
1 1 1

T (p () = —5p (1) — 78/ () = 9" (1

para todo o p(t) € Ps, onde p” (t) é a derivada de segunda ordem de p (t).

(iv) Resolva, em P,, a equacio diferencial linear p' (t) — 2p (t) = (2 — 3t)°.

Considere o espago linear P, dos polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou
igual a 2. Considere a transformacao linear 1" : Py — Py definida por

T(p(t) =" (t) —2p(t),
onde p” (t) é a derivada de segunda ordem de p ().
(i) Determine a expressao geral de T

(ii) Sendo B = {1,t,t*} a base canédnica (ordenada) de P,, determine a matriz
M (T; B; B) que representa 1" em relacao a base B.

(iii) Determine, se possivel, uma base para N (T') e uma base para Z (T) e diga,
justificando, se T' é injectiva e/ou sobrejectiva.

(iv) Resolva, em Ps, as equagoes diferenciais lineares:
a) t’p" (t)—2p(t) =2—t; b) 2tp’ (t) — 2p (0) =2 — ¢.
Seja U o subespago das matrizes simétricas de Mayo (R), isto é,
U= {AGMQXQ(R):A:AT}.
Considere a transformagao linear T : U — U definida por

T(A)=AB+ BA
01
com B = { 10 }
(i) Determine a expressao geral de T

(ii) Determine uma base para U e calcule a matriz que representa 7' em relagao a essa
base.

(iii) Determine, se possivel, uma base para N (T') e uma base para Z (T) e diga,
justificando, se T' é injectiva e/ou sobrejectiva.

(iv) Resolva, em U, a equagao linear T'(A) = B.

9
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Considere a transformagao linear 7' : Mays (R) — P3 cuja matriz M (T'; By; By) que a
representa em relacao as bases ordenadas

s=q(val Lo a ][V [ Y])
tolloa a1
de Myys (R) e By = {1 +t,t + 212+ t3 13} de P3 ¢ dada por
) -
M(T; By; B;) =

1
1
1
1

o O O =
O

1
0
0

(i) Determine a expressao geral de T

(ii) Justifique que T é um isomorfismo e determine a expressao geral do isomorfismo
T-1, isto ¢, determine
T_l (CLO —I— alt —I— a2t2 + a3t3) .

(iii) Resolva a equagao linear

T({a b D — 1+ 2t + 32 + 483,
c d

Seja U o espago linear das fungoes reais de varidvel real duas vezes diferencidveis.
Considere a transformagao linear 1" : U — U definida por

T(f)=f"=-2f+".
Considere o subespago S ={f €U : f"—=2f' + f=0} de U.

(i) Mostre que o conjunto {e’, te'} é uma base de S. Sugestao: Mostre que se f € S,
entdo f (t)e" &€ um polinémio de grau menor ou igual a 1.

(ii) Mostre que dados a,b € R, existe uma tnica fun¢ao f € S tal que f(0) = a e
f1(0) =b.
(iii) Determine a tnica solugao f da equacao diferencial linear T'(f) = 1 que verifica

f0)=1e f(0)=0.

Seja V' o subespago linear de R* gerado pelos vectores v; = (1,0,0,—1) e vy =
(0,1,—1,0). Considere ainda a transformacao linear 7': V' — V tal que

T(’Ul) = Vg, T(’UQ) = —V1.

(i) Determine a matriz M (T;B;B) que representa 1" em relagdo & base ordenada
B ={v,v} de V.

(ii) Encontre, em V', a solugao geral da equagao T'(u) = (2, -3, 3, —2).

(iii) Sejam w; = (0,0,1,1), wy = (0,0,0,1) e considere a transformacao linear R :
R* — R* definida por

R(vy) = v, R(vy) = —vy, R(wq) = R(wy) = (0,0,0,0).

Encontre, em R?*, a solugao geral da equagiao R(u) = (2, —3,3, —2).

10
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Considere a transformacao linear T : R* — R3? cuja representacao matricial em relacao
as bases ordenadas B. = {(1,0,0)), (0,1,0),(0,0,1)} e B = {(1,1,0)), (1,—1,1),(0,1,1)}
de R3 é dada por:

1
M(T;B.;B') =

N = O
N W N

1
4
a) Determine uma base para o micleo de T' e indique a sua dimensao.

b) Determine uma base para o contradominio de 7" e indique a sua dimensao.

c¢) Determine a expressao geral de T, isto é, determine T (x,y, z), para todo (x,y, z) €
R3.

Seja Py = {p (t) = ag + a1t + axt? : ag, a1, as € R} o espaco linear de todos os polinémios
reais de varidvel real e de grau menor ou igual a 2, com as operagoes usuais.

a) Considere a transformagao linear 77 : Py — P, cuja representacdo matricial em

relagdo a base ordenada B = {1,t,t?} de P, é dada por:

010
M(Ty;B;B)=1{0 0 4
0 00
Determine uma base para o contradominio de 7} e indique a sua dimensao. Diga,
justificando, se T ¢ injectiva.

b) Considere a transformagao linear T3 : Py — P, definida por

Ta(p (1) = (t' (1)),
onde p' (t) é a derivada de 1% ordem de p (t). Resolva em Ps, a equacao linear

1
Ta(p(t)) = 2 + 2t.
Seja Py = {p (t) = ag + a1t + ast? : ag, a1, as € R} o espaco linear de todos os polinémios
reais de varidvel real e de grau menor ou igual a 2, com as operacoes usuais. Considere
a transformacao linear T : Py — P, definida por

T(p(t)) =2p(0) —tp' (¢),
onde p' (t) é a derivada de 1% ordem de p (t).

a) Determine a matriz M (T'; B; B) que representa a aplicagao linear T' em relagao a
base B = {1,t,t*} de Ps.

b) Determine uma base para o contradominio de T e indique a sua dimensao. Diga,
justificando, se T" é injectiva.

Considere a transformacao linear T : R* — R? cuja representacao matricial em relagao

as bases ordenadas B; = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} de R® e By = {(1,-1),(1,1)} de
R? ¢ dada por:

1 -2 1

v <[ 1, 2 L]
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39.

40.

41.

a) Determine uma base para o niicleo de T" e indique a sua dimensao. Diga, justificando,
se T' é sobrejectiva.

13
b) Determine T'(1,0,1) e resolva em R3, a equagdo linear T (z,y, z) = (5, 5) )

Seja Py o espago linear real dos polinémios reais de grau menor ou igual a 1. Considere
as transformacoes lineares 17,75 : P; — P, definidas por

T(1+t)=2—t, T1(1—-t)=-1+2t e M(T2;B§;B):[§ H

onde B2 = {1,t} e B= {1 +t,1—t} sao duas bases ordenadas de P;.
a) Determine uma base para Z (7).

b) Resolva em P; a equagao linear (77 o 1) (p (t)) = 3 + 3t.

Seja C*° (R) o espago linear das fungoes reais de varidvel real indefinidamente diferen-
cidveis em R e U = L ({ f1, f2, f3}) o subespaco linear de C*° (R) gerado pelas fungoes

fi(z) =senz, fo(x)=cosz, f3(x)=-c"

Seja T': C* (R) — C*° (R) definida por

onde f’ designa a 1 derivada de f.

a) Determine o nicleo de T' e diga, justificando se T é injectiva.
b) Verifique que T (U) C U.

c) Determine uma base para U.

d) Resolva em U a equagao linear T’ (f (x)) = senx + €”.

() o )

TZP1—>V

Sejam

uma transformagao linear tal que

7 -1

com

By ={1+t1—-t}

i (ERIR )

12

uma base ordenada de P; e



42.

43.

44.

uma base ordenada de V.

Resolva

00 = | 1 5]

Sejam T} : P, — R3 e Ty : R? — P; duas transformacoes lineares tais que

Ty (1—¢%) =(1,-1,0) T (1—t)=(0,1,-1) T (2—1t)=(1,0,-1)
M (Ty; By; By) = [ ? :i ; }

By ={(1,0,-1),(1,-1,0),(0,1,1)}

uma base ordenada de R? e
By ={1—t,1+1t}

uma base ordenada de P;.

(i) Diga, justificando, se T} ¢ injectiva.

(ii) Determine a expressao geral de T}.

(iii) Diga, justificando, se Ty é sobrejectiva.

(iv) Determine uma base para N (T o T1) e uma base para Z (T o T}).

(v) Resolva em P, a equagao linear
(TooTh) (p (1)) =t.
Considere a transformacao linear 7T} : R* — P, definida por
Ti(z,y, z,w) = —2 + 22 + (—y + 2w) t + (v — 22) %

a) Determine, justificando, uma base para N (T}).
b) Diga, justificando, se T} é sobrejectiva.
c) Resolva em R* a equagao linear Ty (x,y, z, w) = —1 + t%.

d) Seja B! a base canénica de R*. Determine uma base ordenada B de P, tal que a
matriz que representa 7) relativamente a essas bases seja dada por:

0O 0 0 0
M(Ty;BiB)=]0 1 0 -2
1 -1 =2 2
Considere ainda a transformacao linear T : R? — P, tal que:

T(1,-2,0)=—1+1¢ T(-1,0,1) = —t — ¢? T(0,1,-1) = —2.

Resolva, justificando, em R3, a equagao linear T'(z,y,2) = 1 + ¢ + t.
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