Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 2° semestre 2017/2018

Sistemas lineares e matrizes

1. Resolva os seguintes sistemas de equacoes lineares.

. dr — 2y =5 .. 20 +3y =1 2¢ +4y = 10
(1){—6x+3y:1 (11){5x+7y:3 (lll){3x—l—6y:15
20 +y—32=25 r+2y+32=3 204+ 3y — 2z =5
(iv){ 3z —2y+22=5 (v){ 2v+3y+8z=4 (vi) z—2y+3z=2
or — 3y —z =16 3r+2y+ 172 =1 dr —y+42=1
2$3+3$4:4

r+5y+4z—13w =3
(vii) ¢ 3z —y+22+5w=2 (viii)
20+ 2y+ 32 —4dw =1

2]31 — 6[173 + 9[)34 =7
21’1 + 21’2 - 51’3 + 2£E4 =4
100x4 + 15023 — 20024 = 50

20+ 3y =3 r+2y —z4+3w=3

(ix) s z—2y=>5 (x) { 20+4y+424+3w=9
v +2y="7 3r+ 6y — 2+ 8w =10

2. Diga para que valores de a, b e ¢ tém solugoes os sistemas.
r+2y—3z=a r—=2y+4z=a
a) 3r—y+2z=0 b) ¢ 20 +3y—2=b
rT—0y+8z=c 3r+y+2z2=c

3. Para cada parametro real «, considere o sistema de equacoes lineares de varidveis reais

cuja matriz aumentada ¢ dada por:

1| 1
0| -1
1] 1

o = O

1
1
o

Determine, justificando, os valores de o para os quais o sistema anterior tem solucao

Unica.

4. Para cada parametro real «, considere o sistema de equacoes lineares de varidveis reais

cuja matriz aumentada é dada por:

1 0 1 | 1
10 a | -1
a 0 a | 1
“10 -1 | -1

Determine, justificando, os valores de a para os quais o sistema anterior é impossivel

e calcule a solugao geral do sistema correspondente a o = 1.



10.

Para cada parametro real «, considere o sistema de equagoes lineares de varidveis reais
cuja matriz aumentada é dada por:

14 2 | 10
2 7 2 | 20
15 a | 10

a) Classifique, em fungao de «, o sistema de equagdes lineares anterior.
b) Para o = 4, determine o conjunto soluc¢ao do sistema de equagoes lineares corre-

spondente.

Para cada parametro real «, considere o sistema de equacoes lineares de varidveis reais
cuja matriz aumentada ¢ dada por:

1 -1 0 | -1
a 0 -1 | -2
0 o -1 | -1

Determine, justificando, os valores de a para os quais o sistema anterior é possivel e
indeterminado, e calcule a solugao geral do sistema correspondente a o = 1.

Classifique em fungao do parametro real o os seguintes sistemas de equagoes lineares
(nas varidveis z,y e z). Nos casos em que existirem solugoes, determine-as.

ar +y+z=1 r+y+azr=2

] 2 =1 ..
(i) { 925;:_ Z;fgz:i% (i) z4+ay+z=a (iii) ¢ 3z +4y+2z =0
T4y +az=a? 2r+3y—2=1

—r4+y +az =1 ar+y+z=1

(iv) { 2z +ay —2az =« (V) z4+ay +2z=1

—ar+ay +z2=-1+2a r+ytaz=1

Classifique os seguintes sistemas de equacoes lineares em termos dos parametros reais
a e . Nos casos em que existirem solugoes, determine-as.

r+4y+32=10 ar+y—z+aw=>0
(i) ¢ 2z +Ty—22=10 () § r—2y+2z24+w=1
r+by+az=0 r—y+z+(a+l)w=2g

Classifique em funcao dos parametros reais « e 3 o seguinte sistema de equacoes lineares
(nas varidveis z,y, z e w). Nos casos em que existirem solugoes, determine-as.

2z+aw =y
r+y+z+3w=1
20+2y +2+w=2
r+y +3z2+ 14w =14

Para cada parametro real «, considere o sistema de equacoes lineares de varidveis reais
cuja matriz aumentada é dada por:

1 2 3] 0
3 2 1] 4
1 2 5 | —4
a 20 3| 0
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(i) Determine os valores de « para os quais o sistema anterior é possivel e determinado.
(i) Para a = 1, determine a solucao geral do sistema de equagoes lineares correspon-
dente.

Para cada parametro real o, considere o sistema de equacoes lineares de varidveis reais
cuja matriz aumentada ¢ dada por:

-1 0 a | O
2 1 a | -1
I —a 0 | «
0 1 3a | -1

Determine (se existirem), justificando, os valores de « para os quais o sistema anterior é

1
possivel e determinado, e calcule a solucao geral do sistema correspondente a o = —3

Determine um sistema de equacgoes lineares cujo conjunto de solugoes seja:
1) Ss={(1,1,1)} (i) S={(t,1—-2¢t,1): t € R}

(ii) S={(1+t,1—-¢t):teR}  (iv) S={(3t,2t,t):t € R}

(v) S={Bt—s,t+2s—1,s—2t+1):s,t € R}
(vi)S={(1—-s,s—t,25,t —1):s,t € R} (vii) S=g

1 2

Sendo A = {2 4

1 , determine todos os u # 0 tais que Au = Hu.

. . . . 1 2
Determine todas as matrizes reais 2 X 2 que comutam com a matriz [ 3 4 } .

Pretende-se arrumar livros em caixas. Ao colocar 7 livros em cada caixa, fica um livro
de fora. Ao colocar 8 livros por caixa, hd uma caixa que s6 tem 1 livro. Quantos livros
se pretende arrumar? Quantas caixas existem?

(i) Determine os coeficientes a, b, ¢ e d da fungao polinomial p(x) = az® + bx? + cx +d,
cujo gréfico passa pelos pontos P = (0,10), P, = (1,7), P = (3, —11) e Py = (4, —14).

(ii) Determine os coeficientes a, b e ¢ da equagao da circunferéncia 2+ +ax+by+c =
0, que passa pelos pontos P, = (—2,7), P, = (—4,5) e Py = (4, -3).

Efectue, sempre que possivel, as seguintes operacoes.
i [ -3 2}[_73} (i) [0 1}+{H (iii) [% jH_é V5 g
w2} 2  ] @ [0 2] et v e[

2
1 2] (viii) -1 12[v2 -3]
1
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8 1 9
1 1 7T 1 93
. 5 U3 10 3 o
1 _1 4 D |
3 2 3 2 5 5
3 L3
1 -1 0 27" 1 o 10171 -1 0 -2
(x)|0 -1 =% 0 -2 4 (xi) | -2 4 0 -1 -3 0
6 2 5 1 -3 -3 -3 -3 6 2 5 1

Escreva a matriz A = (a;;),,, € Maxa (R) em cada um dos seguintes casos:

. —aj; paratodo i,j
(i) ai; =52 (-1 (i) ay =
j se j>1
1 se 1=1]
0 se 2>7
(iii) Q;; = (iV) a;; = —j se j =141

1 (o
o1 caso contrario,

1 —J caso contrdrio,

Seja @ € R. Em funcao do pardmetro «, calcule a caracteristica e a nulidade das
seguintes matrizes. Em cada alinea, indique ainda (se existirem), justificando, os val-
ores de o para os quais essas matrizes sao invertiveis.

1 a a 2 a? —a _01 (1) _11 g

(i) -2 1 2 (ii) 2 1 1 (iii) 9
3 —2-a -1 0 a®—1 a+l L 0 —a® —l
2 0 -2 =2

Existem 16 matrizes 2 x 2 s6 com 0 e 1 nas respectivas entradas. Quantas sao in-
vertiveis?

Verifique se a matriz (a;;) € Maxs (R) definida por a;; = 3i + 2j, para todo 7,j = 1,2,
¢é simétrica.

Determine as caracteristicas e as nulidades das seguintes matrizes reais, identificando
0s respectivos pivots.

1 2 3 1 2 3 4 0 1 -1 1
@011 @) |5 6 7 8 @i |1 -1 1 0
1 2 3 9 10 11 12 1 1 2 -1
(1) 1i :é ?, 2 10 -6 8 —4
(iv) v) -1 -5 3 -4 2
2 = 31 -2 —-10 6 -8 4
4 1 15
. 00 . 5 —1 2 3 69
(vi) | 0 0O (vii) [0 5 O] (viii) | 2 4 6
[0 0 12 3
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RN
(ix) _f _;1 GOl 97 1 9 8
33 -2 4 -6

Seja @ € R. Em fungao do pardmetro «, calcule a caracteristica e a nulidade das
seguintes matrizes. Em cada alinea, indique ainda (se existirem), justificando, os val-
ores de o para os quais essas matrizes sao invertiveis.

-1 0 1 « [ 1 -1 «a 0
(i) e ay| o PV | oo Y
0 o 1 3 0 a O 1 -1 o 0
1 -1 1 2 -1 1 —a ?-1
Determine (se existirem) as inversas das seguintes matrizes.
L2l cos @ — sen « lf 2 8 8
(i) 11 g 615 (i) sen o Cos o (i) 01 kol ™ k70
| 0 0 1 &
5 2 2 8T T 1 _1 17
13 13 13 13 2 T2 2
2 T 6 2 1 1
_ B T3 13 1 -3 1 0 =3
@) 2 6 72 ™) 1 1
ER A AT -5 0 1 =3
_8 2 2 5 L _1 _1 9
L 713 13 13 13 ) 2 T2 _
. 10 . . T 2
Seja B = 11 Determine a matriz A tal que I — A* B = B~.
2 3 0o 1]"
Determine a matriz invertivel A € Moy (R) tal que A1 [ 1 9 } —I= { - } .
: L . 2 3 4
Sejam A, B, X € M,,«, (R) matrizes invertiveis tais que (AB)" = 7 9| Em cada

um dos seguintes casos, determine a matriz X que satisfaz a equacao

(i) AXB+AB=0 (i) BXA—A"'B'=0

Determine a matriz A € Mays (R) tal que
1 2 217 [2 1
T — —
[47}14 +(trI)I—[O2} [02].

1 37\" 1 3 07°
Determine a matriz A € Mays (R) tal que <A{O 3]) —3{ 3]_{ } )

3
0
. . —_I\T -1 4 3
Determine a matriz A € Mays (R) tal que (2[ — (3471 > = .
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2 5
1 17", [ 3 2
Determine a matriz A € Mays (R) tal que { 5 _3 } A [ 1 1 } =7
1
1 00 1 -1 -1
Determine a matriz A € M35 (R) talque | —1 0 1 2I—-A)=[0 -2 0
-1 1 0 0O 0 -2
2 0 0 -
Determine a matriz A € M3zy3 (R) tal que AT — I = 01 1|1
0 1 1

(i) Seja A € My, (R) tal que A¥ = 0 para algum k& € N\{1}. Verifique que
(I—A)'=T+A+.. + A1
1 107"
(ii) Calcule | 0 1 1
0 01
2 2 =2 000
Seja A = | 5 1 =3 |. (i) Verifique que A3 = [ 0 0 0 (ii) Calcule
1 5 =3 0 00
(I —A)(I+A+ A%
1 —a «
Seja A, = | 2 1 -2 |,com «a€R.
3 24+a -2

a) Determine a caracteristica de A, em func¢do do parametro « e diga quais sdo os
valores de o para os quais A, é invertivel.

b) Determine a inversa da matriz Ay (o = 0).

c¢) Determine a solugao do sistema AgX = B, em que B = [ 1 -1 1 }T.

1

S NN O
S NN O

a
Seja Byp = 2 , com a,beR.

a
b

3 06 0
(i) Determine a caracteristica e a nulidade de B, em fungao de a e b.

(ii) Para a = 1 e b = 0 calcule a matriz inversa da matriz By g, isto é, (Byo) .

6
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(iii) Determine a solucéo geral do sistema linear B;oX =C,C=[1 -2 3 -1 }T.

(iv) Para b = 1, determine a solucao geral do sistema linear B, X = D, em que D &
o simétrico da 3% coluna de B, ;.

10 -1 0
2
Seja Ay, = (1] i\ A ;\—u Al ,com \, i € R.

LA X4 A+
(i) Determine a caracteristica e a nulidade de A, , em fungao de A e p.

(ii) Determine os valores dos parametros A e p para os quais A, , é invertivel.

1 0 B 2
2
Seja Ag = _24 g _ﬁﬁg _g , com [ € R.
g0 g g

(i) Determine a caracteristica e a nulidade de Az em fungao do parametro 5 e diga,
justificando, quais sao os valores de 3 para os quais Ag é invertivel.

(ii) Para § = 1, determine a inversa da matriz A;.

-1 0 1 «Q

. 0 1 -1 0
Seja A, = 1 0 —o? —1 | coma eR.

2 0 -2 =2

a) Determine a caracteristica e a nulidade de A, em funcao do parametro a.
b) Diga, justificando, quais sao os valores de « para os quais A, é invertivel.
c¢) Para o = 1, determine a solugao geral do sistema de equagoes lineares A; X = 0.

d) Para o = 1, determine a solugao geral do sistema de equagoes lineares A; X = B,
onde B é igual a 4% coluna da matriz A;.

Seja A € M, (R) tal que Au = 0 para qualquer u € M,,«1(R). Prove que A = 0.

Sejam A, B € M,;(R) matrizes nao nulas. Determine a caracteristica de ABT.
Justifique.

Sejam A, B € M,,»,, (R) tais que AB = A+ B. Mostre que AB = BA.
Sejam A, B € M,,x,(R) tais que ABA= B e¢ BAB = A. Mostre que A? = B2
Sejam A, B € My, (R) tais que A2 = A, B2=B e (A+ B)> = A+ B. Mostre que

AB =BA=0.

Seja A € Myxn (R). Mostre que

tr(ATA) =0 A=0.



